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AVANT-PROPOS. 



L’étude de la Mécanique était encore, il y a peu d’années, 
inaccessible à la plus grande partie de la jeunesse, par suite 
de l’emploi exclusif du calcul infinitésimal adopté depuis La- 
grange dans l’enseignement de cette science. La seule instruc- 
tion préparatoire, donnée sur cette matière dans les collèges, 
se réduit encore aujourd’hui aux éléments de Slatique. Ce n’est 
pas ici le lieu d'examiner ce qu’il y a de vicieux dans un pareil 
système. Les hommes éminents qui ont fondé l’enseignement 
actuel de la Mécanique appliquée ont suffisamment démontré 
que les principes fondamentaux de cette science peuvent s’éta- 
blir sans le secours de l’analyse transcendante; qu’il y a, en 
d’autres termes, une Mécanique élémentaire comme il y a une 
Géométrie élémentaire. Ils ont fait voir en outre que, sous 
peine d’obscurité et de confusion dans les idées, les notions 
élémentaires du mouvement doivent précéder celles de l’équi- 
libre. 

Le petit ouvrage que j’offre au public a été conçu d’après les . 
mêmes principes. Il s’adresse à tous les jeunes gens qui veulent 
suivre l’enseignement industriel, et à tous les praticiens peu 
versés dans la théorie, qui désireraient recourir à ses indications. 
La lecture de cet ouvrage n’exige que la connaissance de la 
Géométrie, et l’habitude du calcul numérique et du calcul lit- 
téral le plus élémentaire. Je m’estimerais heureux si, par cette 
publication, je pouvais contribuer, pour une si faible part que 
ce fût, à populariser une science éminemment utile. 

C’est dans les ouvrages et dans les leçons orales de M. Pon- 
celet, de M. Coriolis, et de M. Bélanger, que j’ai puisé les pre- 
miers matériaux de cet opuscule. S'il obtient quelque succès, 
c’est à ces savants professeurs que l’honneur en reviendra na- 
turellement. 

Je ne me suis point attaché exclusivement à une seule méthode : 
j’ai cherché dans chaque question à aller au but le plus prompte- 
ment possible, sans sacrifier la clarté, mais en employant tantôt 
le calcul, tantôt les constructions graphiques, et souvent l’un et 
l’autre moyen à la fois. 

n. 
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AVANT-morOS. 



Dans les problèmes relatifs au frottement , j’ai fait usage d'une 
considération qui ne paraît pas avoir été employée jusqu’ici , 
bien qu’elle ait été quelquefois indiquée, et qui me semble très- 
propre à éclaircir les questions élémentaires où le frottement 
joue un rôle. Elle consiste à regarder la réaction de^deux sur- 
faces frottantes comme une force oblique faisant avec la nor- 
male, et dans le sens opposé au mouvement relatif, un angle 
constant pour chaque espiece de matières. 

Dans la recherche des moments d’inertie, et dans quelques 
autres circonstances, j’ai suppléé à l’emploi du calcul intégral 
à l’aide d’une proposition d'algèbre très-simple dont on trou- 
vera la démonstration dans une des notes qui précèdent le texte 
de l’ouvrage. 

Ces Premiers éléments de Mécanique appliquée ont été di- 
visés en quatre livres. Le premier traite du mouvement consi- 
déré indépendamment de ses causes; le second traite des 
forces; le troisième, du travail: et le dernier, qui est le plus 
étendu, comprend la théorie au mouvement uniforme des 
machines simples , et des notions générales sur les machines 
composées. En parcourant la table des matières jointe à ce vo- 
lume, le lecteur se fera une juste idée des sujets compris sous 
chacune de ces divisions. 

Je ne sais si j’aurai réussi à mettre en relief les principes 
fondamentaux de la Mécanique appliquée. Mais la notion la 
plus essentielle, celle sur laquelle l'élève devra porter toute 
son attention, est celle du travail des forces; c’est en effet la 
clef de la théorie des machines. Je place ci -après un petit 
nombre de propositions que l’on pourra regarder comme le 
résumé de ce qu’il y a de plus important dans cette théorie. 
Qu’après avoir pris connaissance du livre, l’élève relise ce ré- 
sumé; et dût-il n’avoir retiré d’autre fruit de la lecture de 
tout l’ouvrage que l'intelligence des propositions que ce résumé 
renferme, il n’aura point perdu son temps, et je me regarderai 
comme suffisamment payé de mon travail. 
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RÉSUMÉ 



DFS PROPOSITIONS LES PLCS ESSENTIELLES DE LA THÉORIE 
DES MACHINES. 



I. — Le travail d’une force est le produit de celte 
force par le chemin que décrit son point d’application 
( dans la direction de cette force). 

Si, par exemple , un manœuvre élève un poids de 
400 k à une hauteur de -10 mètres, et exerce par consé- 
quent, en parcourant cette hauteur, un effort de -1 00 k , 
son travail sera le produit de I00 k par 10 mètres. 

Si un cheval, attelé à une voiture, exerce un effort 
horizontal constant de 50 k en parcourant dans la direc- 
tion de son effort un chemin de 1000 mètres, son tra- 
vail sera le produit de 50 k par 1000 mètres. Et ainsi 
de suite. 

II. — Si un corps en mouvement, et soumis à des 
forces mouvantes (c’est-à-dire tendant à accélérer le 
mouvement) et à des forces résistantes (c’est-à-dire ten- 
dant à le ralentir), conserve un mouvement uniforme, 
ou seulement périodique, à la fin de chaque période la 
somme des travaux des forces mouvantes sera précisé- 
ment égale à la somme des travaux des forces résistantes. 

III. — Si les forces résistantes sont les réactions de 
certaines matières sur lesquelles le corps est destiné à 
agir, il exerce sur elles un travail précisément égal au 
travail qu’il en reçoit; et comme ce dernier est égal au 
travail moteur, d’après ce qu’on vient de voir, il s’en- 
suit que le travail moteur est transmis , par l’intermé- 
diaire du corps, aux matières sur lesquelles il doit agir. 

IV. — Une machine est un corps, ou un assemblage 
de corps, destiné à transmettre le travail des forces. 
D’après cela : 

a- 
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V11J RESUME DES PR0P0SITI0:yS, ETC. 

Une machine ne peut transmettre { au plus) que le 
travail qu’elle a reçu. 

Elle en transmet toujours moins en réalité qu’elle 
n’en a reçu, parce qu’au nombre des travaux résistants 
se trouvent le travail des frottements inévitables, les 
chocs, etc., qui consomment en pure perte une partie 
notable du travail moteur. 

V. — Le mouvement d’une machine ne peut être en- 
tretenu, lors même qu’elle n’effectuerait aucun travail 
industriel , sans une dépense de travail moteur égale au 
travail des frottements et autres résistances inhérentes à 
la machine. Faute de ce travail moteur, la machine s’ar- 
rêterait infailliblement. 

(Le mouvement perpétuel n'est donc que le rêve d’un 
ignorant ou d’un insensé. ) 

VI. — Le véritable avantage des machines est de per- 
mettre de changer les fadeurs du travail , c’est-à-dire 
d’augmenter le chemin décrit en diminuant la force , 
ou d’augmenter la force en diminuant le chemin. 

Si, par exemple, on ne peut disposer que d’un petit 
effort moteur pour vaincre une grande résistance, on 
fera décrire au point d’application de l’effort moteur un 
chemin considérable, et au point d'application de la ré- 
sistance un chemin au contraire très-court. I)e cette 
manière, le travail d’un petit effort pourra devenir égal 
et même supérieur à celui d’une grande résistance. 

C'est ainsi qu’un homme, qui ne peut exercer qu’un 
effort très-limité, parvient, à l’aide d’un cric par exem- 
ple, à soulever un fardeau considérable. Tout le secret 
consiste à faire décrire au bouton de la manivelle à la- 
quelle l’effort de l’homme est appliqué, un chemin très- 
grand, tandis que la tète du cric, qui supporte le poids 
à soulever, s’élève d’une quantité très-faible. 

Des résultats analogues ont lieu dans les machines 
plus compliquées. 
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NOTE A. 



FORMULE DE THOMAS SIMPSON POUR LA MESURE DES AIRES 

PLANES. 



Cette formule, qui trouve un grand nombre d’applications dans la Mé- 
canique appliquée , a pour objet d’évaluer approximativement l’aire 
comprise entre un arc de courbe C D ( flg. C ), une droite A B, et les per- 
pendiculaires CA et D B abaissées des extrémités de l’arc sur la droite, 
figure qui forme une sorte de trapèze rectangulaire dont un côté est 
curviligne. 

I. — Supposons d’abord l’arc CD très-pelit (flg. A). Par le milieu H du 
côté A B menons H I parallèle aux bases AC et B D ; joignons C I et ID, 
et menons la tangente en 1, terminée en K et en L à sa rencontre avec 
A C et B D prolongés. 

Désignons l’aire curviligne à évaluer par a, l’aire rectiligne ACID B 
par à, et l’aire A KL B par a" ; les perpendiculaires ou ordonnées AC, 
H I, BD par y, y', y" ; et le demi-côté AH par e. 

L’aire curviligne a est évidemment comprise entre les aires rectilignes 
a' et a" ; et l’on aurait une première approximation de a en prenant la 
moyenne arithmétique entre a' et a", ou, ce qui revient au même, en 
ajoutant à à la moitié de la différence a" — a’. 

Car a')=4 («' + «")• 

Mais si les arcs CI et I D sont très-petits, l’aire a approchera davan- 
tage de à que de a", et on aura une approximation plus grande en 
ajoutant à a' le tiers seulement de la différence a" — a', ce qui don- 
nera 

n -|- 4 (a" — a') ou ^ ( 2(i' -j- fl”). 

Or, 

2(i'=2.ACIH-l-2.HI DB=e(y-t-ÿ')-H(ÿ'-f3/ } ')=e (y + ?.y' + y ") 
et a" = AB. lH = 2e. y'—e. 2 y. 

On pourra donc écrire approximativement 

o = 4 [e(y+ 2 y'+!/'')+«- 2 i/'] = 3 « (y + 4y'-fy'')> 

II. —Si l’arc CID tournait sa convexité vers AB, on arriverait en- 
core à la même formule. En effet , en faisant les mêmes constructions 
et conservant les mêmes notations , ou remarquerait que l’aire curvili- 
gne « approche généralement plus de ACID B ou «' que de A K L B 
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NOIE A. 



ou a" , et que par conséquent on peut, pour obtenir a, diminuer a du 
tiers de la différence a' —a'', ce qui donne 

a = a —±(d — a") =±(2à + a") 

comme tout à l’heure, et conduirait au même résultat. 

III. — Soit maintenant à évaluer l’aire A C D B ( fig. C ) dans laquelle 
l’arc C D peut avoir une longueur quelconque. Divisons A B en un 
nombre pair de parties égales ; et par chaque point de division élevons 
sur A B des perpendiculaires terminées à la courbe ( perpendiculaires 
appelées ordonnées). Supposons les divisions de AB assez petites pour 
que les divisions correspondantes déterminées sur la courbe par ces or- 
données soient elles-mêmes très-petites. Pour fixer les idées , supposons 
le nombre des parties égales de A B égal à 6; soit e l’une de ces 6 par- 
ties, nommons y „ , y, , yi , j/ 3 , */t , y .. , Y, les sept ordonnées que nous 
aurons à considérer , et soit A Paire totale à évaluer. 

En vertu de ce que nous avons dit ci-dessus. Paire des deux premiers 
trapèzes curvilignes aura pour valeur rapprochée | e {y a + 4 y ( -j- ), 

Paire des deux suivants 3 e ( y-i + 4 ÿs + ÿt ), 

Paire des deux derniers 3 e ( y y -f- 4 ys -j- Y ). 

En faisant la somme , on trouve pour la valeur approchée de Paire 
totale 

A = 1 e ( y„ H- 4 y, + 2 y* 4 y 3 2 ÿt + 4 y% -f- Y ) , 
on 

a = 3 e [ (y.,+Y )+4 ( yi -J- y.\ + ÿs )+2 ( yi + y* ) ] , 

c’est-à-dire le tiers de l’intervalle de deux ordonnées consécutives 
multiplié par la somme des ordonnées extrêmes, plus 4 fois la 
somme des ordonnées de rang pair (ou d’indice impair ), plus 2 fois 
la somme des ordonnées de rang impair ( ou d’indice pair ). 

Exemple. Soient c = l m ,26; ÿ u = l m ,84; y, =2 n, ,tt; 
y-i — 2"-', 25 ; ÿ :! = 2 m ; ÿ<= 1"\98; y 5 =i m ,52; Y = l m ,60. 

On trouvera : 

A = i. l m ,26 [(t m ,84 + l ra ,G0) + 4 (2™, Il +2 m + l m ,52) 

4-2 (2 m , 25 + 1”, 98)]. 
on A = 14 mc ,4564. 

Telle est la formule de Thomas Simpson. On démontre par des 
moyens qui ne sont pas élémentaires, qu’elle donne une approximation 
beaucoup plus grande que ne pourrait le faire supposer la méthode que 
nous avons employée pour y parvenir , et que le lecteur ne devra pas 
considérer comme une démonstration , mais comme un moyen facile de 
retrouver la formule. 

Il va sans dire que l’approximation sera d’autant plus grande d ail- 
leurs que la distance des ordonnées extrêmes aura été divisée en un 
plus grand nombre de parties égales. Ce nombre devra toujours être 
pair. Dans un grand nombre de cas, 4 ou 6 divisions pourront suffire. 
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NOTE 11. 



XJ 



NOTE B. 



SUR l’N THÉORÈME DE CALCUL DONT IL SERA FAIT UN USAGE 
FRÉQUENT DANS CE VOLUME. 



L’énoncé générai de ce théorème pouvant paraître obscur à quelques- 
uns de nos lecteurs, nous commencerons par le démontrer dans quel- 
ques cas particuliers , les seuls du reste dont nous ayons besoin dans 
cet ouvrage : il nous sera facile ensuite de généraliser la proposition. 

I. — Si l’on divise la somme des nombres naturels depuis 1 jus- 
qu'à n par le carré n 2 de celui auquel on s'arrête, le quotient ap- 
proche d’autant plus d’être égal à .* que le nombre n auquel on 
s'arrête est plus grand ; en d’autres termes, ce quotient a pour li- 
mite l lorsque n est infiniment grand. 

En effet, la somme des nombres naturels depuis 1 jusqu’à n, somme 
que nous désignerons par En (prononcez : somme de n), forme une 
progression arithmétique, dont le premier terme est 1, le dernier n et la 
raison 1 ; on a donc en vertu d’une formule connue d’arithmétique, 



On en déduit 



En 
u 2 



n l n -f- 1 ) 
2 



» (»+ l) 

2 lé- 




Or , le second membre s’approche d'autant plus de se réduire à ’ 
que la fraction j- est plus petite, ou que le nombre n est plus grand, 
t.a limite de 

Eh , l + 2 4-3 -{-etc.. .-{-n 

— r- «u de — ! ! 

n 2 n- 



est donc .' . 

II. — Si l’on divise la somme des carrés des nombres naturels de- 
puis t jusqu’à n 2 par le cube n‘ du nombre auquel on s'arrête, le 
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NOTE B. 



quotient approche d’autant plus de se réduire à £ que le nombre 
n auquel on s’arrête est plus grand; en d’autres termes, ce quo- 
tient a pour limite ^ lorsque n est infiniment grand. 

En effet , on a l’identité 

(n + l ) 3 =n 3 + 3n J + 3n + l. 

Si dans cette identité , qui a lieu quel que soit n , on remplace succès- 
sivement n par les nombres 0, 1, 2 , 3, etc..., jusqu’à n , on aura une 
suite d’identités analognes dont on pourra former le tableau suivant : 

(0+l) 3 = I 

( t 4- 1 ) 3 = l 3 +3. t 3 + 3. 1 4- t 
( 2-f I) 3 = 2 3 4-3. 2= 4h 3. 2 4-1 
(3+ I) 3 = 3 3 + 3. 3 2 4~ 3. 3-f- 1 
(4 4_ I )3 —43 4-3. 434 * 3 . 4 + 1 



(n+ 1) , =» 3 +3. n , + 3.n+ l. 

Ajoutons toutes ces égalités membre à membre , en observant que le 
premier membre de chacune d’elles, à l’exception de la dernière, est 
égal au premier terme du second membre de l’égalité suivante , et que 
par conséquent ces premiers membres et ces premiers termes pourronr 
être supprimés dans l’égalité résultante. Désignons comme ci-dessus pat 
X n la somme des nombres naturels depuis 1 jusqu’à n; désignons de 
plus par 1 n 2 ( prononcez : somme de n 1 ) la somme des carrés de ces 
mêmes nombres naturels ; l’égalité résultante pourra s’écrire : 

(n+l) 3 = 3Sn 5 +3Sn+{n+l), 

la somme des derniers termes étant égale à « + 1 lois l'unité. 

Divisons par n 3 les deux membres de cette dernière égalité; il vien- 
dra 




Si l’on suppose n infiniment grand , les fractions - » ^5 • - devien- 

ïn 1 

neuf nulles; en même temps la quantité ?e réduit a - comme 
nous l’avons vu ; il reste donc 

Sn ! .. . 

1 = 3 — s* ’ d ou 

n 
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NOTE B. 



X1IJ 



ou 

, l 3 + 2 3 -j-3 3 -l-etc... -j-n a I 

limite de — 1; * = -• 

h 3 a 

111. — Si l’on divise la somme des cubes des nombres naturels 
depuis I jusqu'à n 3 , par la quatrième puissance n‘ de celui au- 
quel on s’arrête, le quotient approche d’autant plus de se réduire 

à £ , que le nombre n auquel on s'arrête est plus grand ; en d’au- 
tres termes, ce quotient a pour limite ÿ quand n est infiniment 
grand. 

En effet, on a l'identité 

(n4-l) 4 =n , + 4n 3 -}-6n J + 4n-j-i. 

Si l'on y remplace successivement n par les nombres 0, l, 2, 3, etc... 
jusqu’à n, on forme le tableau suivant : 

(0-4- 1 y = t 

(1 + 1) 4 = 1‘ +4. 1 3 +G. 1 3 — }— 4. t -f- 1 
(2 + I y = 2> +4. 2 3 -1- 6. V 4 - 4 . 2+ l 
( 3 -f 1 )* = 3> -j-4 . 3 3 4-6. 3 2 -f- 4. 3 -f- 1 
( 4 -f 1 )’ = 4> +4. 4 3 +6. 4 3 + 4. 4 -f- 1 



(n-f- 1 )' = »*-{- 4. n 3 4-0.n 3 -{-4. » -f- 1 . 



Ajoutons ces égalités membre à membre , en remarquant comme ci- 
dessus, que le premier membre de chaque égalité , à l’exception de la 
dernière , est détruit par le premier terme du second membre de l’équa- 
tion suivante. Désignons comme ci-dessus par £ n la somme des nom- 
bres naturels depuis 1 jusqu’à n, par In 2 la somme des carrés de ces 
mêmes nombres ; désignons de plus par I n 3 ( prononcez : somme de 
u 3 ) la somme des cubes de ces mêmes nombres ; l'égalité résultante 
pourra s’écrire 

( « -f- l )* = 4In 3 -t-6ln 2 -j-4Sn-f-(n-{-l) 
ou, en divisant les deux membres par n* 




n' 1 n n 3 



1 n 3 n 3 




1 6 4 

Si l’on suppose n infiniment grand , les fractions - , - , -y 

s’annulent; d’ailleurs — y- se réduit à 4 et —y à ■> comme 

l’avons vu ; il resle donc : 

En 3 



1 = 4. 






d’où 






i‘ T 



ou 



limite de 



t 3 -j- 2 3 -J* 3 3 -j- etc . . -j-n 3 



. _1 
— v 



11 ' 

nous 
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NOTK n. 



IV. — on démontrerait absolument de la même maniéré qu'on a 
aussi 



limite de 



I 1 -H^+a^etc... + » *_ i 



5‘ 



V. — Le même mode de démonstration ferait voir qu’on a en gé- 
néral : 



limite de 






P+l’ 



c'est-à-dire que, si l’on divise la somme des puissances p des nom- 
bres naturels depuis I jusqu’à n par la puissance p -f- 1 du nom- 
bre n auquel on s'arrête, le quotient s’approchera d'autant plus 



d’être égal à ^ - 



que le nombre n sera plus grand; ou, en d’au- 



tres termes, ce quotient aura pour limite ■ quand n devien- 

P T" 1 

dra infiniment grand. 

Nous aurons fréquemment occasion de faire usage de ce théorème, 
dans le cas où p est égal à 1, à 2, à 3, à 4 ou à à. 



Digitized by Google 




NOTE C. 



W 



NOTE C. 



TERMES DF. GÉOMÉTRIE DONT IL PEDT ÊTRE UTILE DF. RAPPELER 
LA SIGNIFICATION. 



I. — on appelle normale à une ligne courbe la perpendiculaire à 
une tangente, menée par le point de contact. 

On appelle normale à une surface courbe la perpendiculaire à un 
plan tangent, menée par le point de contact. 

II. — La projection d'une ligne droite sur une autre droite , est 
la distance comprise entre les pieds des perpendiculaires abaissées des 
extrémités de la première ligne sur la seconde. 

La projection d’une droite sur un plan est la dislance comprise en- 
tre les pieds des perpendiculaires abaissées des extrémités de la droite 
sur le plan. 
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ALPHABET GREC. 



MAJUSCULES. 


MINUSCULES 


A 


a 


B 


pe 


r 


Y 


A 


3 


E 


e 


Z 


ç 


H 


u 


0 


0 


1 


t 


K 


X 


A 


X 


M 


U 


N. 


V 


3 


l 


0 


0 


II 


TC 


P 


P 


2 


G ç 


T 


T 


V 


W 


<I> 


? 


X 


/. 


w 


+ 


Ü 


0) 



NOMS. 


VALEUR. 


alpha 


a 


bêta 


b 


gamma 


g 


delta 


d 


epsilon 


c 


dzêta 


dz 


êta 


è 


thêta 


th 


iota 


i 


kappa 


k 


lambda 


1 


mu 


m 


nu 


n 


xi 


X 


o micron 


0 


Pi 


P 


rau 


r 


sigma 


s 


tau 


t 


upsylon 


U 


phi 


pli 


chi 


ch (aspiré) 


psi 


ps 


o méga. 


ô. 
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PREMIERS ÉLÉMENTS 



DE 



MÉCANIQUE APPLIQUÉE. 



'V 



DU MOUVEMENT 

CONSIDÉRÉ INDÉPENDAMMENT DE SES CAUSES. 



CHAPITRE PREMIER. 

Dü MOUVEMENT D’üN POINT MATÉRIEL. 



Jl. — Notions 'préliminaires. 

4. — La Mécanique est la science qui traite du mouve- 
ment et de ses causes. 

2. — On donne assez habituellement le nom de mobile à 
un corps dont on étudie le mouvement. 

On nomme point matériel un mobile supposé réduit à des 
dimensions infiniment petites, mais doué des propriétés de la 
matière, telles que la pondérabilité , l’impénétrabilité, etc. 

3. — Le mouvement d’un point matériel est essentielle- 
ment continu ; c’est-à-dire que ce mobile ne peut occuper 
successivement deux positions distinctes dans l’espace sans 
passer par tous les points d’une ligne continue, droite ou 
courbe, joignant les deux positions considérées. 

î 
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2 ÉLÉMENTS DE MÉCANIQUE APPLIQUÉE. 

Le mouvement d’un point matériel peut être rectiligne 
ou curviligne. Parmi les mouvements curvilignes, celui que 
l’on considère le plus souvent dans l’étude des machines est 
le mouvement circulaire. 

La ligne, droite ou courbe, que parcourt im point maté- 
riel se nomme sa trajectoire. 

On a une connaissance complète du mouvement d’un 
point matériel, lorsque l’on sait, 1° quelle est sa trajectoire; 
2° quelle est à chaque instant sa position sur cette ligne. 

4. — On nomme position initiale du mobile celle qu’il 
occupait à l’instant où l’on suppose avoir commencé à ob- 
server son mouvement. Cet instant est celui que l’on nomme 
instant initial ou origine du temps. Tout instant qui le 
suit peut être représenté par le nombre d’unités de temps 
écoulées depuis l’instant initial. 

L’unité de temps adoptée est la seconde sexagésimale ; 
ainsi un instant quelconque peut être représenté par un cer- 
tain nombre de secondes ou fractions de seconde. L’origine 
du temps est représentée par zéro. 

Connaissant la trajectoire du mobile et le sens dans lequel 
il se meut sur cette ligne, on aura sa position à un instant 

S uelconque si l'on connaît à cet instant la longueur de l’arc 
e trajectoire compris entre cette position et un point fixe 
choisi arbitrairement sur cette trajectoire. Cet arc est ce que 
l’on désigne particulièrement sous le nom d 'espace, dans 
l’étude du mouvement d’un point ; et le point fixe à partir 
duquel il se compte se nomme Y origine des espaces . — Une 
position quelconque du mobile peut ainsi être représentée par 
un certain nombre d’unités de longueur. 

L’unité adoptée est le mètre ; une position quelconque du 
mobile sera donc représentée par un certain nombre de 
mètres ou fractions de mètre. L’origine des espaces est re- 
présentée par zéro. 

Pour plus de simplicité, nous choisirons toujours pour 
origine des espaces la position initiale du mobile; en sorte 
que l’espace représenté par zéro correspondra à l’instant re- 
présenté par zéro. 

Nous supposerons provisoirement, pour plus de simpli- 
cité, que, pendant le temps considéré, le sens du mouve- 
ment reste le même. 

Désignons par e un espace quelconque compté sur la tra- 
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DD MOUVEMENT EN LUI-MÊME. 3 

jectoire du mobile , dans le sens de son mouvement , à partir 
de sa position initiale. Désignons par t le temps correspon- 
dant, c’est-à-dire le temps écoulé depuis l’instant où le mo- 
bile occupait sa position initiale jusqu’à celui où il occupe la 
position représentée par e. 

Le mouvement du point matériel sera parfaitement connu 
quand, pour chaque valeur attribuée à t, on connaîtra la 
valeur correspondante de e. 

Nous étudierons sous ce point de vue les mouvements que 
l’on a le plus souvent à considérer. 

§ II. — Du mouvement uniforme. 

î>. — On appelle mouvement uniforme celui dans lequel 
les espaces parcourus par le mobile sont entre eux comme les 
temps employés à les parcourir. En sorte que, si e et e' dé- 
signent deux espaces comptés à partir de la position initiale 
du mobile, t et t les temps employés à parcourir ces espaces, 
on aura toujours 

eie'—t'f. 

6. — I. On appelle vitesse, dans le mouvement uniforme, 
l’espace parcouru dans une seconde. En le désignant paru, 
on aura doue 

e : v—t : 1; d’où e=vt. . . .(l). 

Cette équation exprime que , pour obtenir l’espace parcouru 
par le mobile dans le temps t, à partir de sa position ini- 
tiale , il faut multiplier sa vitesse par ce temps. 

U faut se rappeler que e et v sont exprimés en mètres ; et 
que t, qui, dans l’équation (l) , ne désigne plus que le rapport 
d’un certain temps a l’unité de temps, c’est-à-dire un certain 
nombre d’unités, doit être considéré comme un nombre 
abstrait. 

' II. On déduit de l’équation (t) 




Ce qui exprime que , pour obtenir la vitesse dans le mouve- 
ment uniforme, il faut diviser l’espace parcouru par le 
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ÉLÉMENTS DE MÉCANIQUE APPLIQUÉE. 

mobile , à partir de sa position initiale , par le temps 
employé à le parcourir. 

HI . On tire encore de l’équation (l) 




c’est-à-dire que, pour obtenir le temps employé parle mo- 
bile à parcourir un certain espace avec une certaine vi- 
tesse , il faut diviser cet espace par cette vitesse. 

7. — Les équations (i), (2) et (3) renfermant trois quanti- 
tés, si deux de ces quantités sont données, on en conclura 
immédiatement la troisième. 

Exemples. I. Un mobile a une vitesse de 3 m (c’est-à-dire qu’il par- 
court 3 m par seconde) ; quel espace aura-t-il parcouru au bout de 15 
secondes ? 

On aura e = 3 m X 15 = 45”. 

II. — Un mobile , dont le mouvement est uniforme , a parcouru 
35 m en 7 secondes ; quelle est sa vitesse ? 

e ' 35 m 

On aura v = ~—~ = 5 m . 

P 7 

La vitesse cherchée est donc de 5 m par seconde. 

III. — Un mobile a parcouru un espace de I20 m avec une vitesse de 
2 m ,5; quel temps a-t-il employé? 

e 120 m 

On aura t = - = — = 48. 

Le temps employé est donc 48 secondes. 

t 

8. — Remarque. Il peut arriver que la durée totale du 
mouvement soit moindre qu’une seconde ; dans ce cas, la 
vitesse est l’espace qui serait parcouru dans une seconde, si 
le mouvement avait cette durée. 

Exemple. Un mobile a parcouru un espace de o m ,15 dans £ de se- 
conde; quelle est sa vitesse? 

En opérant comme plus haut ( 6, Il ), on trouve »=0 m , 6; c’est-à-dire 
que le mobile parcourrait 0 m ,6 en une seconde si le mouvement avait 
cette durée. 
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§ 3 . — Du mouvement uniformément varié. 

9. — Il peut arriver que le mouvement d’un point maté- 
riel se compose d’une série de mouvements uniformes diffé- 
rents. Dans chacun de ces mouvements uniformes élémen- 
taires, la vitesse se déterminera, d’après l’équation (i) du 
n° 6, en divisant l’espace parcouru par le temps employé à 
le parcourir. Cette vitesse passera brusquement d’une valeur 
à une autre chaque fois qu’un mouvement élémentaire suc- 
cédera au précédent. 

Si l’on conçoit que la durée de chacun de ces mouvements 
élémentaires soit infiniment courte, et que la vitesse dans 
chacun d eux diffère infiniment peu de la vitesse précédente, 
on aura un mouvement dans lequel la vitesse variera d’une 
manière continue, et auquel on a donné le nom de mouve- 
ment varié. 

On voit que dans le mouvement varié la vitesse, à un 
instant quelconque, est celle «lu mouvement uniforme qui a 
lieu pendant le temps infiniment petit qui succède à l’instant 
considéré, ou bien le nombre de mètres qui seraient par- 
courus dans une seconde, si ce mouvement uniforme, au 
lieu d’avoir une durée infiniment courte, se prolongeait 
pendant une seconde. 

Tout mouvement varié peut ainsi être regardé comme 
composé d’un nombre infini de mouvements élémentaires 
uniformes successifs, et dont la durée est infiniment courte : 
absolument de la même manière qu’une ligne courbe peut 
être considérée comme composée d’un nombre infini de 
lignes droites infiniment petites. 

10. — Le plus remarquable des mouvements variés est 
celui dans lequel la vitesse varie proportionnellement au 
temps, et que, pour cette raison, on a nommé mouvement 
uniformément varié. 

Si l'on nomme v a la vitesse à un instant regardé comme 
initial, w le nombre de mètres, ou fractions de mètre, dont 
cette vitesse varie pendant une seconde (ou varierait si le 
mouvement durait une seconde), et v la vitesse au bout d’un 
nombre t de secondes, on aura , d’après la définition , 

v = v Q +wt (l), 

ou v — — 
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car l’une ou l’autre de ces relations exprime que la vitesse , 
qui était primitivement v 0 , varie d’une quantité wt qui est 
proportionnelle au temps t. 

Nous nommerons variation de vitesse la quantité w dont 
la vitesse varie (ou varierait) dans une seconde. 

Si l’on considère l’équation (I), on voit que la vitesse aug- 
mente proportionnellement au temps : dans ce cas, le mou- 
vement est dit uniformément accéléré. 

Si l’on considère l’équation (2), on voit que la vitesse 
diminue proportionnellement au temps : en conséquence, le 
mouvement est dit uniformément retardé. 

Dans ce cas, on remarque que la vitesse devient nulle au 
bout d’un temps qu’on obtiendra en faisant v égal à zéro ; ce 
qui donne 

v 0 

0 — V o — VO t ; d’où t — — . 

’ w 

11. — Calculons maintenant l’espace e parcouru par le 
mobile au bout du temps t écoulé depuis l’instant initial où 
sa vitesse était v„. 

Pour cela , divisons le temps t en un nombre » de parties 
égales assez petites pour que, pendant la durée de chacune 
d’ellés, le mouvement puisseètre considéré comme uniforme. 
Soit 0 l’une de ces parties , en sorte qu’on ait 

t = n 0. 

Dans l’équation (1) remplaçons successivement t par o, 0, 

20, 30, . . . . n0 , et soient v 0 , v „ v 2 , «j v les vitesses 

correspondantes ; nous aurons successivement : 

v, — v„-hiv. 0, 
v x =v a -\-w. 2 6, 

t>3 = Vo+ w. 3 0, 



v„-i =v 0 -+-w. (n — 1 ) 0, 
v — v a -\-w. n 0. 

Soient e 0 , e t) e 2l e 3 , . . , . e n _, les espaces successivement 
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parcourus avec les vitesses respectives v ol v,, v t , v . . .v„2 t . 
Eu vertu de l'équation du mouveraeut uniforme (n° 6), nous 
aurons 

e n —v 0 0, 
e, =v 0 6-f-ît». 0 3 , 
e t =v a Q +w. 2 0 % 
e 3 =v 0 Q-\ -iv. 3 0% 



e„_ I = t> o 04-tt>- (n— 1)0*. 

Ajoutons ces n équations membre à membre : la somme 
des premiers membres ne sera autre chose que l’espace total 
e que nous cherchons, et en mettant iv. 6 1 en évidence» on 
pourra écrire 

e —v 0 Qn-+-w. 6’ [1 + 24 - 34 - -f- (n — 1)3- 

Or, la somme des nombres naturels depuis 1 jusqu’à 
n— l est 

(n — 1 )n n * — n 

2 ° U 2 ’ 

il viendra donc 

ô 2 W* . 

e — v 0 0 n-t-tv. —v 0 ün-\-\ w0w(0n — 0), 

Æé 

ou, en remplaçant 0 n par sa valeur t, 
e-v 0 t~\-^wt[l — 0). 

Cette formule approchera d’autant plus d’étre rigoureuse, 
que les parties égales dans lesquelles le temps t a été divisé 
seront plus petites. Si on les suppose infiniment petites, on 
aura donc rigoureusement 

e — v 0 t-\-\wU (3), 

la quantité infiniment petite 0 devant être négligée vis-à-vis 
de la quantité finie t. 

En opérant de la même manière sur l’équation ( 2 ), on ob- 
tiendrait 

e — v 0 1 — (4). 

Ces équations montrent que dans le mouvement unifor- 
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8 ÉLÉMENTS DE MÉCANIQUE APPLIQUÉE. 

vnément varié , l’expression de l’espace parcouru, compté 
à partir de la position initiale du mobile, se compose de deux 
parties : la première est le produit de la vitesse initiale par 
le temps ; la seconde, additive ou soustractive, suivant que 
le mouvement est accéléré ou retardé , est la moitié du pro- 
duit de la variation de vitesse par le carré du temps. 

12 . — Théorème. L’espace parcouru dans le mouvement 
varié , à partir de la position initiale du mobile , est le 
même que celui qui serait parcouru dans le même temps 
avec une vitesse constante égale à la moyenne arithméti- 
que entre la vitesse initiale du mobile et sa vitesse au bout 
du temps considéré. 

En effet, la vitesse du mobile au bout du temps t étant 
v 0 ±w t, suivant que le mouvement est accéléré ou retardé, 
la moyenne entre cette vitesse et la vitesse initiale v a sera 
A (v Q 4 - K ± iv t ), c’est-à-dire v 0 ± \wt. L’espace parcouru 
dans le temps t avec cette vitesse serait (v„ ± \ wt) t , ou 
v 0 1 w t* , et par conséquent le même que dans le mou- 
vement varié. 

13 . — Remarques. Quand le mobile part du repos, les • 
équations (1 ) et (3) se simplifient, et se réduisent à 

(5) v=-wt et e = (6). 

On en déduit diverses propositions faciles à démontrer. 

I. Les vitesses sont entre elles comme les temps. Car si 
v et # sont les vitesses que possède le mobile à la fin des 
temps correspondants t et t' , on aura en vertu de l’équa- 
tion (5) 

v = wt et v' = w l'; 
d’où la proportion identique 

v:v' — wt: wt' , 
ou, en supprimant le facteur w, 

v: v' — t\( . 

II. Les espaces parcourus sont entre eux comme les 
carrés des temps. Car si e et e' sont les espaces parcourus au 
bout des temps correspondants t et on aura, en vertu de 
l’équation (6), 

e—^wt* et e' — ^wf 1 , 
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d’où résulte la proportion identique 
e\e =.\wt *:\wt' 
ou, en supprimant le facteur \ u>, 
e:e'=t*:t'\ 

Si, par exemple, les temps sont entre eux comme les nombres 
1, 2, 3, 4, etc., les espaces correspondants seront entre eux comme les 
nombres 1, 4, 9, 16, etc. 

14. — JII. La variation de vitesse w est le double de 
l’espace parcouru dans la première seconde par le mobile 
partant du repos. 

Car si dans l’équation e—\wt* on fait t — 1 , il vient 
e — \w, d’où w = 2 e. 

Si, par exemple , le mobile parcourt 3“ dans la première seconde, la 
variation de vitesse sera de 6 m ; c’est-à-dire qu’au bout de chacune des se- 
condes suivantes la vitesse aura augmenté de 6 m . 

15. — Les équations (3) ou (4) du n° 11, déduites des 
équations (l) ou (2) du n° 10, constituent un véritable théo- 
rème, énoncé à la fin du n° il, et dont nous allons démon- 
trer la réciproque. 

Théorème. Si l’espace parcouru par un mobile, au 
bout du temps quelconque t, à partir de sa position initiale , 
peut être représenté par une expression de la forme 
e=at + bt*, dans laquelle e. et b sont constants , son 
mouvement est uniformément varié. 

En effet : pour obtenir l’expression générale de la vitesse v 
dont le mobile est animé au bout du temps t, il suffit de cal- 
culer l’espace parcouru pendant le temps infiniment petit 9 
qui succède au temps t, et de diviser cet espace par le temps 
9 employé à le parcourir; car, pendant ce temps G infiniment 
court, le mouvement peut, ainsi que nous l’avons dit (9), 
être considéré comme uniforme. 

Augmentons donc le temps t de ô ; soit e la variation cor- 
respondante de l’espace e. En vertu de l’équation admise dans 

l’énoncé, e — at-+-bt *, 

nous aurons e-f-e = a(<-f-0)-(-ù(/H-0) 2 , 

quation qui , à cause de la précédente, se réduit à 

c — a G — }— 2 ô £ 9 — f- b G 2 . 

1 
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Divisant par 0, il vient 

7 - ou v — a -f- 2 b t + 60. 

Mais 0 étant supposé infiniment petit, le dernier terme du 
second membre peut être négligé vis-à-vis des autres qui ont 
une grandeur finie ; et il reste • 

v= a + 2 b t. 

Cette équation montre que la vitesse varie d’une quantité 
2 b t proportionnelle au temps, ce qui est la définition du 
mouvement uniformément varié. 

16. — Le mouvement vertical descorps pesants dans le vide 
offre un exemple remarquable du mouvement uniformément 
varié. Nous apprendrons par lasuite comment on a pu s’assurer 
que telleest en effet la nature de ce mouvement • il nous suffira 
pour le moment de savoir que la variation de vitesse w rela- 
tive à ce mouvement uniformément varié a été reconnue 
constante pour tous les corps, et égale à 9 m , 8088 . On désigne 
habituellement ce nombre par la lettre g, initiale du mot gra- 
vité ; nous verrons en parlant des forces, ce qui a donné lieu 
à cette dénomination. 

17. — Considérons d’abord un point matériel tombant 
sans vitesse initiale, dans le vide. Soit h la hauteur d’où le 
corps tombe , v la vitesse qu’il acquiert au bas de sa chute , 
et t la durée de cette chute. Son mouvement étant uniformé- 
ment accéléré, on aura, d’après ce qui a été dit plus haut 

(n° 13), 

( 7 ) v — gt, et h = {gt 2 (8). 

A l’aide de ces deux relations, on peut résoudre divers 
problèmes. 

18. Problèmes. I. Connaissant la hauteur d'où le mo- 

bile tombe, trouver la vitesse acquise au bas de sa chute , 
et la durée de cette chute. 

En éliminant t entre les relations (7) et (8), on trouve 

( 9 ). . . v 2 — 2 g h, d’où v = l/2gh .. .(10). 

Exemple. Soit à^IOO®; on aura a=i/2.9 ,0 ,8ü88. 100"' = 44 m ,2. 

V 44 m 29 

On tirera ensuite de l’équation (1)... = =4",5... 
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Ou aurait pu tirer directement i de l’équation (2) qui donne 



U 



*=y/v=\/ s5^a=i/ M . M=i "> 5 - 



Remarque. La vitesse v qu’un corps acquiert en tombant 
de la hauteur h se nomme la vitesse due à la hauteur h. 

19. — U. Trouver de quelle hauteur le mobile doit tom- 
ber pour acquérir une vitesse donnée ; et quelle sera la du- 
rée de la chute. 

On tire des équations (9) et (7) 

(t 0* ••• h — 2 y t' =1 • • • -(12). 

Exemple. Soit v = i m : on aura h = 2 8 = iq è\T a 

«ni h = o m , 051 environ. 

L’équation (7) donne en second lieu 



t = 




= 0'',1 environ . 

0,8088 



20. — III. Connaissant la durée de la chute , trouver la 
hauteur d'où le mobile est tombé , et la vitesse acquise au 
bas de la chute. 

Les équations (7) ët (8) résolvent immédiatementlaquestion, 
que nous avons placée la troisième , dans l’ordre de son im- 
portance. 

Exemple. Soit t = à". On trouvera : 

h = ■£. 9 m , 8088.25 = 122 m ,6t ; 

V = 9 m ,8088.5 =49 m ,044. 

21. — Considérons, en second lieu, un point matériel 
lancé verticalement, de haut en bas, avec une vitesse initiale 
v 0 . Dans ce cas, le mouvement est uniformément retardé, 
comme nous le verrons par la suite, et la variation de vitesse 
est toujours égale à g ou à 9 m ,8088 en valeur absolue. 

Si donc ou appelle h la hauteur à laquelle le mobile sera 
parvenu au bout du temps t, et v la vitesse qu’il possédera à 
cet instant , ou aura, en vertu des équations (2) et (4) des 
n°® 10 et 11, 

(13).. . v — v„ — g t, et h = v B t — \g t 1 (14). 
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A l’aide de ces deux relations ou peut aussi résoudre plu- 
sieurs problèmes. 

22. — Le plus intéressant consiste à déterminer la hauteur 
totale à laquelle le mobile parviendra. Pour cela, on remar- 
que que lorsqu’il sera parvenu à cette hauteur, sa vitesse sera 
nulle. Faisant donc v = o dans l’équation (13), on en tirera 
d’abord pour la durée de l’ascension , 




Substituant cette valeur du temps dans l'équation (14), on ob- 
tiendra 




. v u ' 



v,î 

2 g 




On reconnaît, en comparant cette équation avec l’équation 
(1 1) du n° 19, que la plus grande hauteur à laquelle le mo- 
bile parviendra est précisément celle d’où il faudrait qu'il 
tombât pour acquérir au bas de sa chute la vitesse v D dont 
il était animé à l’origine de son mouvement ascendant. 

25. — Remarque. Cette hauteur se nomme la hauteur 
duc à la vitesse v Q . 

La vitesse v due à une hauteur h, et la hauteur h due à 
une vitesse v, se présentent très-fréquemment en Mécanique , 
et il est important de retenir les formules qui permettent de 
calculer l’une des deux quantités v ou A en fonction de l’au- 
tre. Nous les rappellerons ici : 

v = \/ 2 g h ; h =-^ — 

J ’ 2 g 

24. — Lorsqu’un mobile , lancé verticalement de bas en haut , avec 
la \itesse initiale n 0 , est parvenu à sa plus grande hauteur, il redescend 
d’un mouvement uniformément accéléré. Il résulte de la comparaison 
de ces deux mouvements une observation curieuse : c’est qu’à la même 
hauteur le mobile possède la même vitesse, soit en montant, soit en 
descendant. 

Cette assertion se trouve déjà vérifiée pour le point de départ du mo- 
bile ascendant , puisque la hauteur à laquelle il s’élève est telle (n° 22) 
qu’en tombant de cette hauteur , il acquiert au bas de sa chute une vi- 
tesse égaie à la vitesse initiale de l'ascension. On prouve facilement 
que la proposition se vérifie |>our une hauteur quelconque. 

En effet : éliminons t entre les équations (13) et (14) du n“ 21 ; pouf 
cela , élevons la première au carré, ce qui donne 

t>* = v u ‘ — 2v 0 gt+f) 2 t 1 = v.r — 2g(v 0 t—%rjt i ). 
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Or , en vertu de l'équation (14), la quantité entre parenthèses est la 
valeur de h ; on peut donc écrire 

v 3 —v 3 — 2 gh. 

Maintenant , si H est la hauteur totale à laquelle le mobile s’élève, le 
chemin qu’il devra parcourir pour revenir à la hauteur h sera H — h. 
Appelant donc v' la vitesse qu’il aura acquise en revenant à cette hau- . 
teur, et appliquant l’équation (9) du n° 18, on aura 

t/ 5 = 2ÿ(H —h) ou v' 3 = 2ÿH — 2g h. 

Mais, puisque H est la hauteur totale de la chute , on a 

V a 3 — 2ÿH„ 

On peut donc écrire 

v' 3 = v 0 3 —2 gh. 

Comparant la valeur de v 3 à celle de v' 3 , on trouve 

v' 3 = v 3 , 

d’où il suit que les vitesses dont le mobile est animé en arrivant à une 
même hauteur h , soit dans la descente , soit dans la montée, sont égales 
en valeur absolue.' 



§ 4. — Convention sur les signes. 

2o. — Dans tout ce qui précède, les formules dont nous 
avons fait usage ne renfermaient que des grandeurs abso- 
lues. C’est ainsi que la lettre e a désigné un certain nombre 
de mètres; et nous avons supposé connu d’ailleurs le sens 
dans lequel cette longueur absolue devait être portée sur la 
trajectoire du mobile à partir de la position initiale. La vi- 
tesse v du mobile n’a été de môme pour nous qu’un certain 
nombre de mètres , et nous avons regardé comme constant 
et connu le seus dans lequel le mobile parcourait sa trajec- 
toire. Nous avons encore regardé comme une quantité abso- 
lue la variation de vitesse w du mobile, nous réservant de 
la prendre additive dans le cas du mouvement accéléré et de 
l’affecter dn signe de la soustraction dans le cas du mouve- 
ment retardé. 

Or, on a pu voir en algèbre l’avantage qti’on trouve à 
considérer les diverses quantités qui entrent dans une for- 
mule , non plus comme des grandeurs absolues, mais comme 
des quantités algébriques , c’est-à-dire constituées d’une 
valeur absolue et d’un signe (plus ou moins). Cet avantage 
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consiste en ce qu’une meme formule peut alors servir à re- 
présenter toutes les variétés d’un même problème, quelque 
distinctes qu’elles soient d’ailleurs en apparence. C’est ainsi 
que, dans le problème des courriers , une même formule 
s’applique aux cas où les courriers se meuvent, soit dans 
.le môme sens, soit en sens contraire, aux cas où leur ren- 
contre a lieu, soit entre les points de départ, soit en deçà du 
premier, soit au delà du second, etc. ; pourvu que les gran- 
deurs que l’on y fait entrer soient considérées comme sus- 
ceptibles de changer de signe. 

Ce moyen de réunir, sous une même formule, toutes les 
circonstances d’une question était une ressource trop pré- 
cieuse pour ne pas l’appliquer aux problèmes de Mécanique. 
Voici les conventions très-simples que l’on a adoptées à cet 
égard. 

26. — Un mobile peut parcourir une même ligne , droite 
on courbe , dans deux sens opposés. On regarde comme po- 
sitives les longueurs comptées sur cette ligne dans l’un de 
ces deux sens, et comme négatives celles qui sont comptées 
en sens contraire. Pour cette raison on donne à l’un de ces 
deux sens le nom de sens positif, et au sens contraire le nom 
de sens négatif ; le choix à cet égard est d’ailleurs entière- 
ment arbitraire. 

Les longueurs désignées plus haut par les lettres e ou h, 
v a ou v, w ou g, étant susceptibles d’ètre comptées dans 
les deux sens, devront être considérées comme des quantités 
algébriques , constituées d’un certain nombre de mètres et 
d’un signe ( + ou — ). 

D’après cela l’équation 

e = vt 

représentera un mouvement uniforme s'effectuant dans l’un 
ou l’autre sens , suivant que v sera positif ou négatif. 

Les équations 

v=v 0 -\-wt et e—v o t-\-\wt* 

se rapporteront an mouvement uniformément accéléré ou au 
mouvement uniformément retardé, selon que la variation de 
vitesse w sera de même signe que la vitesse initiale v 0 ou de 
signe contraire. 

Toutes les circonstances du mouvement vertical d’un point 
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matériel lancé de bas en haut , dans le vide , seront com- 
prises dans les deux formules 

v = v 0 — gt et h = v a t — \gt\ 

En effet : la vitesse v devient nulle au bout d’un temps 



égal à ~ ; passé ce temps le terme 



■ g t l’emportant sur le 



terme v 0 , la vitesse v devient négative; c’est-à-dire que le 
mouvement s’effectue en sens contraire, ou de haut en bas. 
La hauteur h, qui est nulle pour t = 0, le devient aussi au 



2 

bout du temps qui est le double de la durée de l’ascen- 



sion : le temps de la descente est donc le même que celui de 



2 V 

la montée. Au delà du temps la valeur de h deviendrait 



négative, c’est-à-dire que le mobile descendrait au dessous 
de sa position initiale. 



Des deux relations ci-dessns , on tire par l’élimination de t , 
v* = v 0 J — 2 gh, 

valeur qui reste la même lorsque h ne change pas : la vitesse redevient 
donc la picme. à une même hauteur dans la descente et dans la 
montée. On voit que la simplicité de cette démonstration du théorème 
du n° 24 tient uniquement aux conventions qui ont permis de réunir 
dans une même formule le mouvement ascendant et le mouvement de 
descente. 



§ 5. Des vitesses simultanées. 

- 27. — Un même point matériel peut être animé de plu- 
sieurs vitesses simultanées. 

Concevons, par exemple, qu’une droite AB (fig. I ) se 
transporte parallèlement à elle-même en A'B', de manière 
que les poiuts géométriques A et B parcourent d’un mouve- 
ment uniforme, le môme pour chacun d’eux, les côtés AA' 
etBB' du parallélogramme AA'B'B. Tous les points de la 
droite mobile parcourront, avec une vitesse commune, des 
parallèles à AA'. 

Imaginons, en second lieu, que, pendant ce mouvement. 
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un point matériel se meuve d’un mouvement uniforme sur 
la droite mobile , de manière à se trouver en A quand elle 
occupe la position AB, et à être parvenu en B' quand elle 
vient prendre la position A' B'. 

Il est clair que ce point matériel sera animé à la fois de 
deux vitesses : l’une parallèle à AA', qui lui est commune 
avec tous les points géométriques de la droite mobile ; l’au- 
tre parallèle à AB , qui est celle avec laquelle il se meut sur 
cette droite. 

Voyons maintenant quel sera le résultat de la combinaison 
de ces deux vitesses. 

I. Je dis d’abord que le mobile parcourra la diagonale 
AB' du parallélogramme. En effet : soit T le temps em- 
ployé par la droite mobile pour passer de la position AB à 
la position A' B'; supposons qu’au tout d’un temps l la droite 
mobile soit parvenue en ab, et le point matériel en M sur 
cette droite. Supposons que l’on ait joint M A. Le mouvement 
de la droite mobile parallèlement à elle-même étant uni- 
forme, on aura (n° 5) : 

A a : AA ’ — t: T. 

Le mouvement du point matériel sur la droite mobile 
étant aussi uniforme, on aura : 

aM : A'B' = I : T; 
d’où , à cause du rapport commun , 

«A : AA' = aM : A' B‘. 

Les angles A a M et A A' B' étant égaux comme correspon- 
dants, les deux triangles A«M et A A' B' ont un angle égal 
compris entre côtés proportionnels, et sont par conséquent 
semblables; d’où il suit que les angles «AM et A' AB' sont 
égaux , et que les trois points A , M , B' sont en ligne droite. 

Donc , au bout d’un temps quelconque t, le mobile est sur 
la diagonale AB'. 

IL Je dis, en second lieu, que le point matériel se meut 
uniformément sur cette diagonale. Car la similitude des 
mêmes triangles donne la proportion 

AM : AB' = Aa : AA'; 
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et comme on a 

A a : AA ' = t : T, 

il en résulte 

AM : AB ' = t : T. 

Ainsi les espaces parcourus par le point matériel sur la 
diagonale AB' sont entre eux comme les temps employés à les 
parcourir, c’est-à-dire que son mouvement sur cette diago- 
nale est uniforme. 

28. — Il résulte de l'uniformité des divers mouvements 
que nous venons de considérer, que les vitesses suivant AB , 
AA' et AB' ont respectivement pour expression [n° 6, équa- 
tion (2) ] 

AB AA' AB' 



et sont par conséquent proportionnelles aux lignes A B , A A' , 
AB', quelle que soit d’ailleurs la durée T. Ces trois lignes 

S euvent donc servir à représenter les trois vitesses, eu glan- 
eur relative et en direction (ce mot, direction, comprenant 
à la fois ici la direction et le sens de chaque vitesse) ; ces 
droites ne seraient autre chose que les vitesses mêmes si le 
temps T était égal à une seconde. 

On vient de voir que les vitesses simultanées dont le point 
matériel est animé, parallèlement à AB et parallèlement à 
A A' , se composent en une seule vitesse dirigée suivant AB'. 
Les deux vitesses simultanées prennent pour cette raison le 
nom de vitesses composantes ; et la vitesse unique qui en 
résulte se nomme leur résultante. 

D’après ce qui précède : la résultante de deux vitesses 
simultanées représentées en grandeur et en direction par 
les deux côtés AB et AA' d'un parallélogramme , est elle- 
même représentée en grandeur et en direction par la dia- 
gonale AB' de ce parallélogramme (qui aboutit au même 
sommet que les composantes). 

Cette règle très-importante est connue sous le nom de pa- 
rallélogramme des vitesses. 

Corollaires. I. Deux vitesses de même direction et de 
même sens ont une résultante de même direction et de même 
sens , égale à leur somme. 
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H. Si elles sont de sens contraires, leur résultante est égale 
à leur différence , et a le sens de la plus grande. 

29. — Un point matériel peut être animé de trois vitesses 
simultanées. Si, par exemple, tandis que le mobile parcourt 
la droite AB fig. 2) et que cette droite se transporte paral- 
lèlement à elle-même en A' B' d’un mouvement uniforme 
comme dans l’exemple précédent, le plan du parallélo- 
gramme A B B' A' se transportait dans l’espace parallèlement à 
lui-méme, de manière que ses sommets décrivissent avec une 
même vitesse constante les droites égales et parallèles AA", 
B B", A' A'", B' B"; le point matériel se trouverait animé à la 
fois de trois vitesses : la première parallèle à AB, la seconde 
parallèle à AA', la troisième parallèle à AA". 

Il serait facile de démontrer, comme plus haut, que le 
mobile, dans ce cas, parcourt d’un mouvement uniforme la 
diagonale AB'" du parallélépipède construit sur les trois 
droites AB, AA', AA". Mais cette proposition résulte du pa- 
rallélogramme des vitesses. En effet : les trois vitesses simul- 
tanées dont le mobile est animé pouvant être représentées 
par les lignes AB, AA', AA'" qui leur sont respectivement 
parallèles et qui sont décrites dans un même temps, on pourra 
d’abord remplacer les deux vitesses AB et AA' par leur ré- 
sultante AB'. Puis, d’après la même règle, on pourra aussi 
remplacer les vitesses simultanées AB' et AA" par leur ré- 
sultante AB'", diagonale du parallélogramme AB' B"' A". Or 
cette diagonale est en même temps celle du parallélépipède 
construit sur les trois vitesses composantes AB, AA' et AA". 

Ce résultat peut s’énoncer en disant que la résultante de 
trois vitesses simultanées représentées en grandeur et en 
direction par les trois arêtes (partant d’un même sommet) 
d'un parallélépipède , est représentée en grandeur et en 
direction par la diagonale de ce parallélépipède (qui 
aboutit an même sommet). 

,10. Un point matériel pourrait être animé d’un nombre 

quelconque de vitesses simultanées. Pour en offrir une image, 
concevons qu’une bille roule d’un mouvement uniforme, et 
dans une direction quelconque , sur le pout d’un bateau que 
transporte uniformément le courant d’une rivière; en ne 
considérant cette bille que comme un point matériel, on 
verra qu’elle est animée à la fois de plusieurs vitesses : 
1° elle possède la vitesse avec laquelle elle se meut sur le 
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pont da bateau ; 2° elle possède, en commun avec le bateau, 
la vitesse avec laquelle celui-ci descend le courant de la ri- 
vière; 3° elle possède, en commun avec tous les corps situés 
à la surface de la terre sur le même parallèle , la vitesse avec 
laquelle ces points se meuvent autour de l’axe du globe par 
suite de son mouvement diurne ; 4° elle possède, en commun 
avec tous les points du globe, la vitesse avec laquelle celui ci 
sc meut sur son orbite par suite de son mouvement annuel ; 
5° enfin, il est probable que tout notre système planétaire 
se transporte d’un mouvement commun vers la constellation 
d’Hercule; dans ce cas la bille dont nous parlons serait aussi 
animée d’une certaine vitesse due à ce mouvement commun. 

Pour composer un nombre quelconque de vitesses simul- 
tanées, on pourra d’abord composer deux d’entre elles par la 
règle du parallélogramme ; on composera ensuite leur résul- 
tante avec une troisième vitesse; cette seconde résultante 
avec une quatrième vitesse; la nouvelle résultante avec une 
cinquième vitesse; et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on ait ré- 
duit toutes les vitesses à une seule, qui sera leur résultante. 

51 . — Réciproquement : une vitesse donnée peut toujours 
être considérée comme la résultante de plusieurs vitesses si- 
multanées. 

I. Si, par exemple, la vitesse donnée est représentée par 
AB' (fig. t), et qu’on veuille la considérer comme la résul- 
tante de deux vitesses simultanées, on pourra prendre à vo- 
lonté la direction AB de l’une des composantes ; dans le plan 
B' A B on prendra arbitrairement la direction AA' de la se- 
conde composante. On mènera alors par le point B' les 
droites B' A' et B' B, respectivement parallèles à AB et à AA' ; 
on formera ainsi le parallélogramme A B B' A', dont les côtés 
A B et A A' représenteront les deux vitesses simultanées. 

II. Si la vitesse donnée est représentée par AB'" (fig. 2), 
et qu’on veuille la considérer comme la résultante de trois 
vitesses simultanées ; on pourra se donner à volonté les di- 
rections AB, AA' et AA" des trois composantes. On mènera 
par le point B'" trois plans respectivement parallèles aux 
plans A'AB, A' AA", BAA"; on formera ainsi un parallèle 
pipède dont les arêtes AB, AA' et AA" représenteront les 
trois vitesses simultanées. 

III. Si l’on voulait considérer la vitesse donnée comme la 
résultante de plus de trois vitesses simultanées, le problème 
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serait susceptible d’une infinité de solutions. Il en serait en- 
core de même si les vitesses simultanées se réduisaient à trois, 
mais que leurs directions fussent choisies de telle manière 
qu’elles se trouvassent dans un même plan avec la vitesse 
donnée. Nous ne nous arrêterons pas sur ces diverses cir- 
constances, parce que nous devons traiter plus tard avec 
détails un sujet analogue, mais d’une importance plus 
grande. 

Considérer ainsi une vitesse donnée comme la résultante 
de plusieurs vitesses simultanées dont on se donne les direc- 
tions, est ce qu’on appelle décomposer cette vitesse suivant 
ces directions ; et les vitesses simultanées se nomment les 
composantes de la vitesse donnée suivant ces directions. 



§ 6. — Du mouvement relatif de deux points matériels. 

52. — Lorsque deuv points matériels sont en mouvement, 
on peut se proposer de chercher quel est le mouvement de 
l’un d'eux par rapport à l’ autre, ou ce que l’on nomme 
leur mouvement relatif. Pour en donner une définition plus 
sensible, on peut dire que c’est le mouvement que prendrait 
l'un de ces points aux yeux d’un observateur entrainé , 
à son insu, avec le second, mais qui apprécierait les dis- 
tances sans aucune illusion de perspective. 

• D’après cette définition , on peut regarder comme un 
axiome que le mouvement relatif de deux points matériels 
n'est pas altéré lorsqu'on leur donne un mouvement com- 
mun, indépendamment de ceux dont ils étaient déjà animés. 
Cet axiome permet d’obtenir immédiatement la vitesse rela- 
tive de deux points matériels, quand on connaît leurs vitesses 
réelles ou absolues. 

35. — Soit A (fig. 3), un point matériel animé d’une cer- 
taine vitesse représentée en grandeur et en direction par la 
droite AB. Soit de même C un point matériel animé d’une 
certaine vitesse C D, qui peut ne pas être située dans un 
même plan avec AB. 

Puisqu’on ne trouble pas le mouvement relatif de deux 
points en leur donnant un mouvement commun, donnons, 
par la pensée, aux deux points A et C un mouvement com- 
mun tel que l’uu de ces points, le point C par exemple , se 
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trouve réduit au repos. Pour cela il suffira d’ajouter aux vi- 
tesses dont ils sont déjà animés une vitesse CD' égale et con- 
traire à CD, et une vitesse AE égale et parallèle à CD'. Le 
mouvement du point A, par rapport au point C devenu fixe, 
sera un mouvement absolu ; or ce point A étant animé main- 
tenant de deux vitesses simultanées AB et AE, peut être 
considéré comme animé de la vitesse résultante AF , et cette 
vitesse résultante est une vitesse absolue. Mais, si l’on sup- 
prime le mouvement commun qui avait été introduit, le 
mouvement relatif ne sera pas altéré; la vitesse AF sera 
donc encore la vitesse relative du point A, par rapport au 
point C. 

Ainsi : pour obtenir la vitesse relative de deux points 
materiels, il suffit de composer la vitesse absolue de l’un 
d’eux avec une vitesse égale , parallèle et de sens opposé 
à la vitesse absolue de Vautre. 

54. — Remarques. I. On obtient deux vitesses relatives 
égales, parallèles, mais de sens opposé , selon qu’on rapporte 
le mouvement à l’un ou à l’autre point. Si, par exemple, on 
voulait rapporter le mouvement au point A, il faudrait, pour 
avoir la vitesse relative, composer la vitesse absolue CD 
avec une vitesse Cg égale, parallèle et de sens opposé à la 
vitesse absolue AB; on obtiendrait ainsi une résultante CA 
évidemment égale et parallèle à A F, mais dont le sens serait 
contraire. 

II. Il est facile de reconnaître, d’après la règle établie au 
n° précédent, que si deux points matériels suivent en sens 
contraire la même droite ou des droites parallèles, leur vi- 
tesse relative est la somme de leurs vitesses absolues, et 
qu’elle est de sens opposé à la vitesse réelle de celui des deux 
points auquel on rapporte le mouvement de l’autre. 

C’est ainsi que, lorsque deux voitures vont à la rencontre l’une de 
l’autre , chacune d’elles semble, aux veux des personnes placées dans 
l’antre , s’avancer avec une vitesse égale à la somme des deux vitesses. 

On reconnaît de même que, si deux points matériels 
suivent, dans le même sens, une même droite ou des droites 

I tarallèles, leur vitesse relative est égale à la différence de 
eurs vitesses absolues. Quant à son sens, il est le même que 
celui des vitesses absolues, si c’est au point animé de la plus 
petite vitesse qu’on rapporte le mouvement de l’autre; mais 
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le sens de la vitesse relative est contraire à celui des vitesses 
absolues, si c’est au point animé de la plus grande vitesse 
qu’on rapporte le mouvement de l’autre point. 

Lorsque, par exemple, deux voitures suivent une même route dans 
le même sens , si celle où se trouve l’observateur est animée de la moin- 
dre vitesse , l’autre parait avancer avec une vitesse égale à la différence 
des vitesses absolues ; si, au contraire , celle où se trouve l’observateur 
est animée de la plus grande vitesse , l’autre parait reculer avec une vi- 
tesse égale à la différence des vitesses réelles. 
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CHAPITRE II. 



DU MOUVEMENT D’üN COBPS SOLIDE. 



r \ 1. — Du mouvement de translation rectiligne. 

35. — Les corps solides peuvent être regardés comme des 
assemblages de points matériels dont les distances mutuelles 
demeurent invariables. 

Parmi les divers mouvements qu’un corps solide peut 

S rendre, il y en a deux que l’on a principalement à consi- 
érer dans l’étude des machines ; savoir : le mouvement de 
translation rectiligne , et le mouvement de rotation autour 
d'un axe. 

On nomme mouvement de translation rectiligne celui 
dans lequel tous les points du corps parcourent des droites 
parallèles avec des vitesses égales. 

Ce cas est celui d’un piston qui se meut dans un cylindre fixe : tous 
les points du piston et de sa lige parcourent des droites parallèles avec 
une vitesse commune. C’est encore celui d’un waggon sur les parties rec- 
tilignes d’un chemin de fer, etc. 

56. — Si la vitesse commune à tous les points du corps 
est constante, le mouvement de translation est uniforme; et 
si l’on appelle v cette vitesse constante, e l’espace parcouru 
par l'un des points du corps au bout du temps t, à partir de 
sa position initiale, on aura, comme au n° 6, 

e=vt, 

formule qui servira à résoudre divers problèmes. 

I. Un convoi marche avec une vitesse de 14 m par seconde ; quelle 
distance parcourt-il à l’heure? 
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On a e = I4 m . 3600" = 50400™ ou 50 k,l °- ,4. 

II. Une diligence a une vitesse de 2 m ,5 par seconde ; quel temps 
emploiera-t-elle à parcourir avec cette vitesse une distance de 40 
kilomètres? 

. e 4 oooo m 

On a t = - = - = 1 6000* = 4 h 26 m - 40*«- 

V 1 jO 



III. Un cheval a parcouru un espace de 4 kilomètres en 5 minutes 
15 secondes; quelle était sa vitesse ( supposée constante ) ? 



On a 



e 4000 m 

t~ 315»* 



12 m ,7. 



57. — Dans la réalité, le mouvement d’un corps solide 
n’est presque jamais rigoureusement uniforme ; mais il suffit 
ordinairement pour les besoins de la pratique de le consi- 
dérer comme tel. Ainsi la vitesse d’un convoi de waggons, 
celle d’un attelage, celle d’un navire, etc., est rarement 
constante; mais on la regarde approximativement comme 
telle ; et pour l’apprécier on divise l’espace total qu’a par- 
couru le mobile par le temps total qu’il a employé à le par- 
courir. C’est ce qu’on a fait dans l’exemple 111 du numéro 
précédent. La vitesse ainsi obtenue est ce qu’on nomme la 
vitesse moyenne du mobile. 

58. — Si le mouvement de translation rectiligne est tel 
que la vitesse commune à tous les points du corps varie pro- 
portionnellement au temps, le mouvement est uniformément 
varié. Ce cas serait celui d’un corps solide qui tomberait, 
dans le vide , d’une certaine hauteur, sans tourner sur lui- • 
même. On pourrait alors appliquer à l’un quelconque des 
points du corps les formules au n° 1 7 : 

v — gt ; h—\gt\ 

Si le corps était lancé verticalement de bas en haut dans le 
vide, on appliquerait à chacun de ses points les formules 
du n° 21 : 

v — v 0 — gt; h—v 0 t—{gt\ 



On peut encore appliquer ces formules au mouvement vertical d’un 
corps dans l’air , lorsque l’espace qu’il parcourt est peu considérable, 
que la densité du corps est grande, et que sa forme est à peu près sphé- 
rique ; circonstances qui tendent à rendre négligeable l’influence de la 
résistance de l’air. 
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§ 2. — Du mouvement de rotation autour d'un axe. 

59 . — Le mouvement de rotation autour d'un axe est 
celui dans lequel tous les points du corps décrivent simulta- 
nément, autour d’une môme droite, qui prend le nom d 'axe, 
des circonférences qui ont leur centre sur cet axe et dont le 

S lan lui est perpendiculaire. Tel est le mouvement des roues 
'une machine. 

40 . — Théorème. Dans le mouvement de rotation d'un 
corps solide autour d'un axe, tous les points matériels de 
ce corps décrivent, dans un même temps, des arcs d'un 
même nombre de degrés. 

Soient, en effet, A B (fig. 4) l’axe de rotation ; m et M deux 
points quelconques du corps solide. 

Le point m se meut sur un cercle dont le rayon est la per- 
pendiculaire m A abaissée de m sur l’axe, et dont le plan est 
perpendiculaire à l’axe. Le point M se meut de môme sur un 
cercle dont le rayon est la perpendiculaire M B abaissée de M 
sur l’axe, et dont le plan est perpendiculaire à cet axe. 

Soient p et P les positions de m et de M au bout d’un 
temps quelconque. Menons p A et P B, qui seront perpendi- 
culaires à l’axe. Soient NB et Q B les intersections des plans 
m A B et p A B avec le plan du cercle inférieur. 

Les angles m kp et N B Q, mesurant tous deux l’angle 
dièdre des plans m A Iî et p A B, sont égaux. Les angles NB M 
et QBP sont égaux aussi, puisqu’ils mesurent l’angle dièdre 
m A BM ou p A B P, lequel , en vertu de la solidité du corps, 
demeure évidemment invariable. Retranchant la partie com- 
mune QBM, il reste NBQ = MBP. Donc mkp = MBP ; 
donc les arcs mp et M P mesurent des angles au centre égaux, 
et sont par conséquent semblables, ou d’un môme nombre 
de degrés. 

Ai. — Remarque. Ces arcs sont, comme on sait, propor- 
tionnels à leurs rayons; et l’on a 

mp : MP = w A : MB, 

c’est-à-dire que les arcs décrits dans le même temps par 
deux points du corps sont entre eux comme les distances 
de ces points à l’axe de rotation. 

2 
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42. — Il suit de ces propositions que l’étude du mouve- 
ment de rotation d’un corps solide autour d’un axe se réduit 
à celle du mouvement de l’un des points de ce corps autour 
de cet axe , puisque du mouvement de l’un des points on 
peut déduire celui de tous les autres. 

On rapporte ordinairement le mouvement de chaque point 
du corps au mouvement de celui qui est, ou qui serait, situé 
à 1 mètre de l’axe. La vitesse de ce dernier point est ce que 
l’on nomme la vitesse angulaire. On la désigne assez habi- 
tuellement par la lettre w; nous adopterons cette notation. 

I. Si v désigne la vitesse d’un point situé à la distance r 
de l’axe, on aura, en vertu de la propriété qui vient d’ètre 
démontrée, 

v:ü»=r: 1, d’oùü = wr. . . . (i); 

c’est-à-dire que , pour obtenir la vitesse d’un point quel- 
conque , il faut multiplier sa distance à l'axe par la vi- 
tesse angulaire (considérée comme un nombre abstrait). 

Exemple, ta = 3 ; r=0“,40; on aura V — 0“,40 X 3 = l m ,20. 

II. De la relation (l) on tire 




c’est-à-dire que, pour obtenir la vitesse angulaire du corps, 
il suffit de diviser la vitesse de l'un de ses points par la 
distance de ce point à l'axe. 



l ro 20 

Exemple, v— l m ,20; r = 0 m ,40; on aura M == ô a '40 ==3 ' 

Cherchons , comme second exemple , la vitesse angulaire de la terre , 
en faisant abstraction de son mouvement autour du soleil. En appelant 
R son rayon 2nR sera le chemin parcouru par un noint situé sur l’é- 
quateur, dans l’espace de 24 heures ou 8f<4oo secondes; le chemin que 
ce point parcourt dans une seconde , c’est-à-dire sa vitesse, est donc 

9 7T R ' 

— ■ ^ Divisant ce chemin par la distance R du point considéré à l’axe , 

2 TC 

on trouve pour la valeur de la vitesse angulaire cherchée r— r— - 



ou 



2 X 3,1415926 
86400 , 



ou enfin 



0,000072722. 
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III. De la relation (J) on tire encore 

v 

CO * 



(3); 



c’est-à-dire que, connaissant la vitesse angulaire du corps 
et la vitesse particulière de l'un de ses points, on pourrait 
en conclure la distance de ce point à l'axe de rotation, en 
divisant la vitesse du point par la vitesse angulaire. 

l nl 90 

Exemple, v = l m ,20; w = 3 ; on aura r = — — = O”, 40. 



45. — I. On a souvent à déterminer la vitesse angulaire 
d’un corps, connaissant le nombre n de tours qu’il exécute 
par minute. Pour y parvenir, ou remarque que le chemin 

S arcouru par le point qui est, on qui serait, situé à 1 mètre 
e l’axe est 2 ir pour chaque tour, et par conséquent 2 rair 
pour n tours, c'est-à-dire 2 mt en l minute ou 60 secondes ; 

le chemin parcouru en une seconde est donc 2 ou . 

C’est la vitesse angulaire demandée : ainsi l’on a 



n tt 




(4 



c’est-à-dire que, pour obtenir la vitesse angulaire, il faut 
multiplier le nombre de tours exécutés en une minute , 
par le rapport de la circonférence au diamètre , et diviser 
le produit par 30. 



Exemple. Le corps fait 45 tours par minute ; on aura 



45.3,1416 3.3,1416 

w = — — = — 

30 2 



4,7124. 



II. Connaissant, au contraire, la vitesse angulaire , on en 
déduirait le nombre détours par minute, caron tire de la 
formule (4) 



n- 



30.o> 



rr 



( 5 ); 



c’est-à-dire que, pour obtenir le nombre de tours par mi- 
nute, il faut multiplier la vitesse angulaire par 30, et 
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diviser le produit par le rapport de la circonférence au 
diamètre. 



Exemple. Soit w = 5 ; on aura n 
48 tours par minute. 



5.30 

— 3~ 14lC = 47,7 0U environ 



44. — Quand la vitesse angulaire est constante, le mou- 
vement de rotation est uniforme. En appelant a l’arc par- 
couru par un point situé à 1 mètre de distance de l’axe, à 
partir ae sa position initiale, et t le temps employé à par- 
courir cet arc, on aura (n° g) 

a = a it. (6). 



Cette formule renfermant trois quantités, donnerait lieu à 
trois problèmes analogues à ceux du n° 7 et du n° 36. - 
4o. — Quand la vitesse angulaire est variable, le mouve- 
ment de rotation est varié. Si la variation de vitesse an- 
gulaire est constante, c’est-à-dire, si la vitesse angulaire 
varie d’une même quantité dans un même temps pendant 
toute la durée du mouvement, le mouvement de rotation est 
uniformément varié. En appelant w 0 la vitesse angulaire 
initiale, et <p la variation de vitesse angulaire, on aura 
(n os io et il) 



(7) . . w = w 0 -f-cp<, et ot = w 0 t-j-^at’. . (8), 

formules qui embrasseront tous les cas, si l’on y suppose les 
quantités a, w, o> 0 et 9 susceptibles du signe 4- ou du 
signe — , suivant que l’arc, la vitesse angulaire, ou la va- 
riation de vitesse, seront comptés dans un sens convenu ou 
dans le sens opposé. 



§ 3. — Du mouvement relatif de deux corps solides. 



46. — si deux corps solides, que nous nommerons A et B 
pour simplifier le discours, se meuvent d’une manière quel- 
conque dans l’espace, le mouvement relatif de B par rap- 

S ort à A, est celui dont le corps B paraîtrait animé aux yeux 
’un observateur lié invariablement avec le corps A et en- 
traîné à son insu avec lui , mais qui apprécierait les distances 
sans aucune illusion de perspective. 

De cette définition il résulte immédiatement, comme au 
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numéro 32, que le mouvement relatif de deux corps solides 
n’est pas altéré quand on leur donne, outre les mouvements 
propres qu’ils possèdent, un mouvement simultané commun ; 
ce mouvement commun pouvant être un mouvement de 
translation rectiligne, ou un mouvement de rotation autour 
d’un axe, ou tout autre mouvement plus complexe. 

Pour obtenir le mouvement relatif de deux corps solides, 
il suffira d’après cela de donner aux deux corps un mouve- 
ment commun tel, que l’un des deux corps, par l’effet si- 
multané de son mouvement propre et de ce mouvement . 
commun, demeure réellement en repos. Le mouvement réel 
que possédera alors l’autre corps sera précisément le mou- 
vement relatif que l’on cherche. 

En appliquant ces notions à deux corps solides animés 
chacun d’un mouvement de translation rectiligne, on re- 
connaîtra que l’on peut leur appliquer tout ce qui a été dit 
aux numéros 33 et 34 du mouvement relatif de deux points 
matériels. 

Pour donner une seconde application de la méthode que 
nous venons d’indiquer, considérons deux corps solides A 
et B, tournant uniformément autour d’un même axe, et en 
sens contraire, avec les vitesses angulaires w et Pour ob- 
tenir le mouvement relatif de B par rapport à A, donnons 
aux deux corps un mouvement commun de rotation autour 
du même axe, et dont la vitesse angulaire soit «, mais de sens 
contraire au mouvement propre de A. Le corps A, par l’effet 
de ces deux vitesses angulaires égales et opposées autour du 
même axe, demeurera réellement en repos; et le corps B se 
trouvera animé d’une vitesse angulaire égale à la somme 
C») -f- w' des vitesses angulaires absolues. Ce sera le mouve- 
ment relatif cherché. 

Si les vitesses w et m étaient de même sens et que w fût 
moindre que w', la vitesse angulaire de B dans le mouve- 
ment relatif serait la différence w' — w des vitesses angu- 
laires absolues, et de même sens que u>', puisque w' — w est 
positif. 

Si o) était plus grand que w', la vitesse relative de B serait 
encore w' — w ; mais comme cette quantité est alors négative, 
la vitesse relative serait de sens contraire à t»'. 

Ces résultats sont analogues à ceux du numéro 34. 

11 n’entre point dans le plan de cet ouvrage de traiter 

2 . 



ed by Google 




80 ÉLÉMENTS DE MÉCANIQUE APPLIQUÉE. 

d’une manière générale la question du mouvement relatif ; il 
nous suffira d’avoir établi ces notions élémentaires. Nous 
nous arrêterons toutefois sur le cas particulier suivant, parce 
qu’il trouve son application dans la Uiéorie des engrenages. 

47. — Soient 0 et 0' (fig. 5) deux cylindres dont les axes 
sont parallèles, et qui se touchent suivant une génératrice. 
Imaginons que ces cylindres tournent uniformément autour 
de leurs axes respectifs, supposés fixes, avec les vitesses an- 
gulaires o) et &>', et en sens contraire, comme l’indiquent les 
flèches. Admettons eu outre que le contact des deux cy- 
lindres se continue sans glissement. La vitesse étant alors la 
même sur les deux circonférences qui ont pour rayons 0 A 
et O'A, on aura (42) 

w. OA=w'. O’A . . . .(l). 

Nous aurons bientôt à considérer un système de ce genre. 

Si l’on veut maintenant obtenir le mouvement relatif du 
cylindre 0' par rapport au cylindre 0, on n’aura qu’à attri- 
buer aux deux cylindres un mouvement commun de rota- 
tion autour de l’axe 0, eu sens contraire du mouvement réel 
du cylindre 0, et avec la même vitesse angulaire w. Par là, 
le cylindre 0 se trouvera ramené au repos ; et le cylindre 0' 
sera animé de deux mouvements simultanés de rotation, 
l’un autour de l’axe 0 avec la vitesse angulaire w, l’autre 
autour de son axe propre 0' avec la vitesse w'. 

Soit 0" la position du cylindre 0' au bout d’un temps 
quelconque t ; A" le nouveau point de contact, et A' la posi- 
tion qu’a prise le point A sur la circonférence du cylindre 
mobile. On aura 

AA" : 00"= O A : 00'. 

Mais puisque la rotation (du cylindre 0' autour de l’axe O 
s’effectue avec la vitesse angulaire u> , et que le mouvement 
est uniforme, on aura (42,6) 

0'0" = 00'.o) t. 

Par suite , la proportion ci-dessus devient : 

AA" : 00\ w< = 0 A : 00'; d’où A A" = OA. o> t... (2). 
La rotation autour de l’axe 0' s’effectuant avec la vitesse 
angulaire w' , on aura de même 

A'A" = 0"A". 0 >'t , OU A' A" = O'A. ta t... (3). 
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En vertu de l’équation (l), les seconds membres des équa- 
tions (2) et (3) sont égaux. On a donc 

A A" = A' A" , 

c’est-à-dire que le cylindre O' roule sans glissement sur le 
cylindre O. 

Ainsi donc : lorsque deux cylindres ayant leurs axes 
fixes et parallèles se touchent et tournent en sens contraire 
autour de ces axes respectifs, sans glisser l’un sur l’autre, 
le mouvement relatif est le même que si, le premier étant 
fixe , le second roulait sans glissement sur le premier , en 
sens contraire du mouvement réel du premier. 
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CHAPITRE III. 



DE LA TRANSFORMATION DES MOUVEMENTS. 



48. — Le mouvement rectiligne d’un corps peut être 
continu ou alternatif. Il est continu s’il a lieu clans le même 
sens pendant toute sa durée ; ainsi le mouvement d’un seau 
que l’on élève du fond d’un puits est rectiligne continu, si 
ron ne considère que sa montée. Le mouvement rectiligne 
est alternatif lorsqu’après avoir eu lieu d’abord dans un sens, 
il a lieu ensuite eu sens contraire, pour reprendre encore 
dans le sens primitif, et ainsi de suite. Par exemple , la scie 
du scieur de marbre a un mouvement rectiligne alternatif. 

Le mouvement circulaire d’un corps solide, c’est-à-dire 
son mouvement autour d’un axe, peut également être con- 
tinu ou alternatif. Il est continu quand il s’exécute dans le 
même sens pendant toute sa durée: ainsi le mouvement d’une 
roue de moulin à eau est circulaire continu. Le mouvement 
circulaire est alternatif quand il s’exécute alternativement 
dans un sens et en sens contraire. Par exemple , le balancier 
d’une pendule a un mouvement circulaire alternatif. 

Ces quatre mouvements , rectiligne continu , rectiligne 
alternatif, circulaire continu et circulaire alternatif , sont 
à peu près les seuls dont on fasse usage dans les machines ; 
et une partie importante de l’étude de ces dernières consiste 
dans la transformation de ces mouvements les uns dans les 
autres. 

En combinant ces mouvements deux à deux , et en n’ex- 
cluant pas la combinaison de chacun d’eux avec lui-même , 
on peut former 4 fois 4, ou 16 combinaisons différentes. 
Toutesne sont pas également usitées dans les machines ; quel- 
ques-unes ne se rencontrent qu’accidentellement dans les ma- 
chines-outils. Nous ne nous occuperons que de celles qui sont 
d’un usage fréquent. 
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§ 1. • — Rectiligne continu en rectiligne continu. 

49. — Dans cette transformation , ce n’est pas la nature 
du mouvement que l’on se propose de modifier , mais seule- 
ment sa direction , et quelquefois aussi sa vitesse. 

Lorsqu’on ne veut modifier que sa direction , on fait usage 
de la poulie fixe. 

Une poulie (fig. 6) consiste essentiellement en une roue , 
mobile dans une chape, autour d’un axe fixé tantôt à la roue, 
tantôt à la chape ; la circonférence de la roue est creusée en 
gorge pour recevoir une corde qui en embrasse un certain 
arc a b. La poulie est dite fixe lorsque sa chape ne peut pas 
se mouvoir, ou du moins lorsqu’elle est accrochée à un point 
fixe. On voit sur la figure que, si l’extrémité A de la corde 
s’avance de la quantité A A', l’extrémité B s’avancera d’une 
quantité égale BB' ; ainsi la direction seule du mouvement 
sera changée. 

Quand les cordons a A et b B sont parallèles , auquel cas 
la corde embrasse la moitié de la circonférence de la poulie, 
le mouvement des deux cordons est parallèle et de sens con- 
traire. 

50. — En employant deux poulies fixes, on peut changer 
le mouvement rectiligne qui a lieu suivant une droite B A 
(fig. 7) en un autre mouvement rectiligne ayant lieu suivant 
une droite quelconque DD' qui ne serait pas dans un même 
plan avec la première. Pour cela, on joint par une droite 
B C deux points quelconques pris sur les deux directions don- 
nées. On dispose une première poulie P de manière que son 
axe soit perpendiculaire au plan A B C et que sa gorge soit 
tangente aux deux droites AB et B C; on dispose ensuite une 
seconde poulie P' ou P", de manière que son axe soit perpen- 
diculaire au plan BCD et que sa gorge soit tangente aux 
deux droites B C et C D ou B C et CD'. On emploiera la poulie 
P' ou la poulie P", selon le sens du mouvement qu’on voudra 
obtenir suivant la droite DD'. 

Cette disposition est fréquemment employée sur les navires. 

i>l. — Lorsqu’on veut modifier à la fois la direction et la 
vitesse du mouvement, on peut faire usage de la poulie mo- 
bile, ou des moufles. 
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Dans la poulie mobile (fig. 8), l'une des extrémités de la 
corde est fixée en un point A ; la poulie repose sur la corde , 
et à sa chape est suspendu d’ordinaire un poids qu’il s’agit 
d’élever. Dans le cas de la ligure, où les cordons a A et éB 
sont parallèles, et c’est le plus fréquent, on voit que si l’ex- 
trénnté B s'élève verticalement de la quantité B B', le poiut 
C où le poids est suspendu s’élèvera aussi verticalement d’une 
certaine quantité CC'. Mais ces quantités ne sont pas égales. 
En effet, quand le point B sera parvenu en B', la portion de 
la corde soutenant la poulie, comprise entre le point A et le 
Joint géométrique B, lixe dans l’espace, se sera raccourcie de 
a quantité B B', mais ce raccourcissement se répartissant éga- 
emeut sur les deux cordons a A et b B, chacun d’eux ne se 
sera raccourci que de la moitié de B B', et la poulie, par suite le 
point C , ne se seront élevés verticalement que d’une quantité 
égale à cette moitié. Ainsi CC' = 4 BB\ La vitesse du point 
C sera donc moitié moindre que celle du point B , puisque, 
dans un même temps , il parcourra un espace moitié moindre. 

«2. — Un movfie se compose : d’un premier système de 
poulies P, P', P" ( fig. 9), réunies dans une même chape fixe, et 
d’un second système de poulies Q, Q', Q", réunies dans une 
même chape mobile , à laquelle est suspendu le poids à soule- 
ver. La corde, fixée par l’une de ses extrémités à la chape fixe , 
passe alternativement sur une poulie de chaque système, dans 
l’ordre : Q , P, Q', P', Q" et P '. 

Le second système pourrait avoir une poulie de moins que 
le premier; dans ce cas le point d’attache de la corde serait 
à la chape mobile. 

Lorsque l’extrémité A de la corde s’abaisse verticalement 
de la quantité AA', le point B où le poids est suspendu s’élève 
verticalement d’une quantité correspondante B B', qui est 
égale au quotient de B B' par le nombre des cordons. En effet, 
quand le point A sera parvenu en A', la portion de la corde 
comprise entre le point d’attache et le point géométrique A , 
fixe dans l’espace, se sera raccourcie d’une quantité égale à 
AA'; mais ce raccourcissement étant réparti également sur 
tous les cordons, puisqu’on peut les regarder comme paral- 
lèles , le raccourcissement de chacun d’eux sera égal au quo- 
tient de AA' par leur nombre. La chape mobile, par suite 
le point B, se seront donc élevés d’une quantité égale à ce 
quotient. 
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En appelant n le nombre des cordons, on a donc 

AA' 
n 



BB' = 



Il en résulte que la vitesse du point B est n fois moindre 
que celle du point A , puisque, dans un même temps, il par- 
court un espace n fois moindre. 

Dans l’exemple de la figure , il y a en tout sept cordons ; 
la vitesse du point B serait donc le V ime de celle du point A. 

§ 2. — Circulaire continu en circulaire continu. 

55. — Dans cette transformation , il ne s’agit pas non plus 
de changer la nature du mouvement, mais bien l’axe de ro- 
tation , et le plus souvent aussi la vitesse angulaire. Les prin- 
cipales dispositions employées pour résoudre ce problème sont 
la courroie sans fin , et les roues d'engrenage. 

La courroie sans fin sert à transmettre le mouvement de 
rotation d’une poulie à une autre lorsqu’elles ont leurs axes 
parallèles et un même plan de symétrie perpendiculaire à ces 
axes. Elle consiste en une courroie dout les bouts sont réunis 
solidement et sans augmentation d’épaisseur, et qui embrasse 
à la fois les deux poulies. 

Les circonférences de ces dernières , au lieu d’être creusées comme 
dans le cas où elles doivent recevoir une corde, sont au contraire bom- 
bées vers l’extérieur : on leur donne cette forme pour empêcher la cour- 
roie de se dégager de la poulie, ce qui arriverait , comme l’expérience le 
prouve , si la circonférence était creusée. 

Si l’on veut que la rotation s’exécute dans le même sens 
autour des deux axes, on dispose la courroie suivant les tan- 
gentes extérieures aux circonférences des poulies , ainsi que 
l’indique la figure 10. 

Si l’on veut que la rotation s’exécute en sens contraire , on 
dispose la courroie suivant les tangentes intérieures, comme 
le montre la figure 1 1 . Dans l’un et l’autre cas , la première 
poulie en tournant entraîne la courroie sans fin , qui , à son 
tour , met en mouvement la seconde poulie. 

54. — Théorème. Les vitesses angulaires de deux pou- 
lies liées par une courroie sans fin , sont en raison inverse 
de leurs rayons , 
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On remarque, en effet, que la vitesse est la môme en tous 
les points de la courroie ; et, comme elle est supposée ne pas 
glisser sur les poulies, il en résulte qu’à la circonférence de 
celles-ci la vitesse est aussi la môme. Si l’on désigne par R 
et R' les rayons des poulies , par « et w' leurs vitesses angu- 
laires, la vitesse àlacirconlerencedechacune d’elles aura pour 
expression w R et w'R' (n° 42) ; on aura donc 

o) R = o)' R' ; d’où w : w' = R' : R » . . (i). 

55. — Corollaire. Les nombres de tours que les deux 
poulies exécutent dans un même temps , dans une minute 
par exemple , sont aussi en raison inverse des rayons. 

Car si n et n désignent ces nombres de tours , on aura 
(n* 43, II) 

3 0 w , 3 0 w 

n = et n = ; d où n : n = w : «o , 

TT 7T ' 

et , par conséquent, en vertu de la proportion (l), on pourra 
écrire 

n : n' — R' : R (2). 

Si , par exemple, on veut que l’une des deux roues fasse 5 tours pen- 
dant que l’autre en fera 3, il faudra que les rayous correspondants soient 
entre eux comme 3 est à 5. 

Des engrenages. 

56. — Pour changer un mouvement de rotation en un 
autre qui -s’exécute autour d’un axe parallèle au premier, on 
se sert aussi des roues d'engrenage. 

Soient 0 et O' (fig. 12) deux roues à axes parallèles, tan- 
gentes en A. Si le contact des circonférences suffisait pour 
transmettre le mouvement d’une roue à l’autre , le rapport 
des vitesses angulaires serait inverse de celui des rayons; car, 
en vertu du contact , et les circonférences étant supposées ne 
pas glisser l’une sur l’autre, la vitesse au point A serait la 
même sur les deux roues ; on aurait donc comme plus haut , 
en appelant R et R' les rayons , w et w' les vitesses angulaires, 

o) R = w'R', d’où o) : o/ = R' ; R. 

Il arrive quelquefois que l’on fait ainsi transmettre le mouvement 
d’une roue à l’autre par simple contact ; dans ce cas on revêt chaque 
circonférence d’une bande de buffle pour en augmenter l’adhérence. 



3igitized by Google 



Dü MOUVEMENT EN LUl-MÈME. 37 

Mais le simple contact ne swflisant pas, en général , pour 
rendre la transmission possible, surtout lorsque les roues ont 
de grands efforts à supporter, on arme ces circonférences de 
saillies appelées dents ; et dans l’intervalle de deux dents con- 
sécutives on creuse au contraire la circonférence, pour que 
les dents de chaque roue puissent se loger entre celles de 
l’atitre. On obtient ainsi ce que l’on nomme un engrenage. 
Les circonférences O A et O' A sont ce que l’on appelie les cir- 
conférences primitives de l’engrenage. 

Le problème géométrique des engrenages consiste à tracer 
les dents de manière que, pendant toute la durée du mouve- 
vement, le rapport des vitesses angulaires demeure constant, 
et inverse de celui des rayons des circonférences primitives. ’ 

«> 7 . — Lemme. Si une courbe mobile B'C' (fig. ta) roule 
sans glissement sur une courbe fixe BC , tous les points du 
plan de la courbe mobile décrivent, pendant un temps in- 
finiment court, des arcs de cercle qui ont pour centre com- 
mun le point de contact A des deux courbes. 

Pour le démontrer, considérons d’abord deux polygones 
P et P' (fig. 14) qui ont un côté commun a b. Si I on conçoit 
que le polygone P' roule sans glissement sur le polygone P 
supposé fixe, il faudra que les deux côtés qui coïncident en 
a b se séparent, et que le côté suivant bc' du polygone mo- 
bile vienne coïncider avec le côté suivant bc du polygone 
fixe ; ce qui exige que le polygone mobile tourne autour du 
sommet b. Or, dans ce mouvement , tous les points du plan 
du polygone mobile P' décriront évidemment des arcs de 
cercle ayant pour centre commun le sommet b. 

Supposons maintenant que les côtés des deux polygones 
deviennent infiniment petits, leurs périmètres pourront de- 
venir des courbes quelconques, et la proposition ne cessera 
pas d’ètre vraie. 3Iais l’élément commun a b devenant infini- 
ment petit, se réduira au seul point b ; et c’est autour de ce 
point commun que se fera la rotation de la courbe mobile. 

08. — Tuéorème. Pour que le rapport des vitesses an- 
gulaires de deux roues d'engrenage à axes parallèles de- 
meure constant, et inverse de celui des rayons des circon- 
férences primitives , il faut et il suffit que la normale 
commune aux courbes qui déterminent la forme des dents 
en contact, passe constamment par le point de tangence de 
ces circonférences primitives. , 
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I. Soient en effet OA et O' A (fig. 12) les rayons des cir- 
conférences primitives, a b et a' b' les courbes qui détermi- 
nent la forme des dents, et m le point de contact de ces 
deux courbes. Admettons que ces courbes soient telles que 
les vitesses angulaires des deux roues soient dans le rapport 
inverse des rayons OA et O' A ; le mouvement des deux roues 
aura lieu comme si elles se réduisaient à leurs circonférences 
primitives (56). 

Mais, au lieu de supposer que ces deux circonférences 
tournent en sens contraire en restant tangentes au point A , 
on peut concevoir que la circonférence O A demeure fixe, et 
que la circonférence O' A roule sur la première, dans le sens 
indiqué par la ligne pointée. Le mouvement relatif des deux 
roues n’aura pas changé (47). 

Or, dans ce second mouvement, la courbe mobile a’ b' 
glissera sur la courbe fixe ab\ et le point m, considéré 
comme appartenant à la courbe mobile, décrira, dans le 
premier instant inGniment petit, l’élément commun aux 
deux courbes. En même temps , le cercle O' roulant sur le 
cercle O, tous les points situés dans le plan du cercle mobile 
décriront, dans le premier instant infiniment petit , des arcs 
de cercle qui auront pour centre commun le point A, en 
vertu du lemme ci-dessus. Le point m , en particulier, dé- 
crira donc un arc. de cercle dont le centre sera A. Il faut 
donc que cet arc, ou plutôt cet élément de cercle se confonde 
avec l’élément commun aux deux courbes a b, a' b' -, ce qui 
exige que la normale commune à ces deux courbes soit la 
même que la normale à l’élément de cercle, laquelle n’est 
autre que le rayon m A. 

Donc la normale commune aux deux courbes a b et a' b', 
doit passer par le point A ; et la même conclusion s’applique 
à un instant quelconque du mouvement. 

H. Réciproquement: si cette condition est remplie pendant 
toute la durée du mouvement , le rapport des vitesses an- 
gulaires sera constant, et inverse de celui des rayons OA 
et O' A. 

En effet , supposons encore la roue O fixe, et la roue O' mo- 
bile, de telle sorte que leur mouvement relatif reste le même. 

Le point rn, dans le premier instant infiniment petit, décrira * 
encore l’élément commun aux deux courbes a b et a! b'. Mais 
cet élément étant, par hypothèse, perpendiculaire à Km, 
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pourra être considéré comme un arc de cercle décrit du point 
A comme centre. Le mouvement relatif des deux roues sera 
donc le même que si la circonférence (V A roulait sur la cir- 
conférence OA ; et par conséquent leur mouvement réel sera 
le même que si ces circonférences tournaient en sens con- 
traire en restant tangentes au point A. Il en résulte que le 
rapport des vitesses angulaires sera inverse de celui des 
rayons O A et O'A ; et cette conclusion s’applique à un instant 
quelconque du mouvement. 

«>{). — Tracé de l'engrenage a flancs. Dans cet engre- 
nage, la partie latérale de chaque dent se compose d’une 
partie courbe, et d’une partie droite, dirigée vers le centre 
de la roue; cette partie uroite est ce qu’on nomme le flanc 
de la dent. Lorsque deux dents sont en contact , c’est la par- 
tie courbe de la dent conductrice qui presse le flanc de la 
dent conduite pour opérer la transmission du mouvement 

On détermine d’abord l’épaisseur des dents d’après l’effort 
qu elles doivent supporter, et la nature de la matière em- 
ployée ; cette détermination appartient plus particulière- 
ment à la construction des machines, et ne saurait trouver 
place ici. 

Nous ferons remarquer seulement que l’on donnait autrefois une 
grande épaisseur aux dents, mais que l’on préfère aujourd’hui diminuer 
cette épaisseur, et donner plus de largeur aux roues dans le sens paral- 
lèle à leur axe. Nous verrous par la suite ce qui a déterminé cette pré- 
férence. 

L’intervalle entre les milieux de deux dents consécutives 
se trouve déterminé quand on connaît l’épaisseur des dents .- 
il est égal à un peu plus du double de cette épaisseur. Cet in- 
tervalle est ce que l’on nomme le^a.s- de l’engrenage. 11 doit 
être le même sur les deux roues; car lorsque le contact de 
deux dents vient succéder à celui des deux dents précé- 
dentes, il faut que les circonférences primitives des deux 
roues aient tourné d’un meme arc. 

La longueur du pas détermine le nombre des dents. Mais 
cette longueur, et par suite ce nombre de dents, ne sont pas 
absolus; ,on choisit ordinairement ce dernier de manière à 
ce qu’il soit dix isible par le nombre des bras de la roue. 

Si , par exemple, on trouvait qu’il faut 46 «lents, et que la roue eût 
G bras ; au lieu ue 46 dents on eu mettrait 48, nombre divisible par G ; 
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on pourrait alors placer 8 dents entre deux bras consécutifs. On évite de 
cette manière l’obligation de placer une dent dans le prolongement de 
l’un des bras , ce qui pourrait avoir des inconvénients dans le cas où les 
dents sont adaptées après coup h la circonférence de la roue , et non pas 
fondues tout d’une pièce avec elle. 

Après avoir divisé la circonférence primitive de chaque 
roue en autant de parties égales qu’il doit y avoir de dents 
sur chacune, et marqué de part et d’autre de chaque point 
de division la demi-épaisseur des dents, on tire, par les 
points qui limitent cette épaisseur, des droites au centre de 
la circonférence; ces droites forment les flancs de la dent. 
Nous verrons tout à l’heure comment on détermine la pro- 
fondeur que le flanc doit avoir. 

60 . — Il s’agit alors de tracer la courbe des dents. Soit 
AB' (fig. 15) la longueur du pas, marquée sur la circonfé- 
rence 0' ; supposons cet arc divisé en 4 parties égales, et me- 
nons des rayons par les points de division. Soit de même A B 
la longueur du pas, marquée sur la circonférence 0, et di- 
visée en un même nombre de parties égales. 

Du point A concevons qu’on ait abaissé des perpendicu- 
laires sur chacun des rayons 10', 20', 30',B'0'. Avec ces per- 
pendiculaires pour rayons , décrivons des arcs de cercle , des 
points 4, 5, 6, B, comme centres respectifs. Ces arcs de cercle 
en s’entrecoupant détermineront une courbe AM qui sera la 
courbe cherchée. En divisant le pas en un plus grand nom- 
bre de parlies égales, on aurait cette courbe avec plus d’exac- 
titude. 

Il est facile de voir que cette courbe aura l’effet désiré; 
car, lorsque, dans la rotation de la roue 0, les points 4 , 5, 6, 
B viendront successivement prendre la place du point A, le 
flanc de la dent conduite , qui était d’abord dirigé suivant 
AO', viendra, poussé par la courbe AM, prendre les posi- 
tions 10', 2 0', 3 0', B'O', successivement tangentes aux arcs 
de courbe qui composent AM. Dans chacune de ces posi- 
tions , que l’on peut rapprocher autant qu’on le voudra en 
multipliant suffisamment les divisions du pas, la normale 
commune à la courbe AM ou plutôt à chaque élément de 
cercle qui la compose , et à la droite tangente qui forme la 
position correspondante du flanc de la dent conduite, passera 
donc constamment par le point A ; et, en vertu du théorème 
ci-dessus démontré (n° 58),, les vitesses angulaires des deux 
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roues seront dans le rapport inverse des rayons OA et O' A 
de leurs circonférences primitives. 

La courbe AM étant une fois déterminée, on trace cette 
même courbe pour chaque dent de la roue O, dans un sens et 
dans l’autre ; mais la saillie de chaque dent ne se termine pas 
par l’intersection des deux courbes. Le contact de deux dents 
devant cesser quand celui des deux dents suivantes a lieu 
sur la ligne des centres, on tracera deux dents en contact 
sur la ligne O O' (ûg. 1 6 ), ainsi que les deux dents suivantes , 
et l’on marquera le point m où ces dernières se touchent; 
puis , du point O comme centre, avec O m pour rayon, on 
décrira une circonférence qui coupera et limitera toutes les 
dents de la roue O. 

On tracera et on limitera de la même manière les dents de 
la roue O'. 

Pour limiter le flanc du côté du centre, on remarquera que 
l’instant où l’une quelconque des dents de la roue O pénètre 
le plus profondément dans l’intervalle des dents correspon- 
dantes de la roue O', est celui où le contact a lieu en A sur la 
ligne des centres ; on limitera donc le creux de cet intervalle 
en traçant une circonférence du point O' comme centre , de 
manière à laisser seulement un peu de jeu à la dent de la roue 
O qui se trouve en A. La même circonférence limitera en 
’ même temps le flanc de toutes les dents de la roue O'. Une 
opération analogue limitera de même les intervalles des dents 
de la roue O ; et l’engrenage sera tracé. 

D’après ce tracé , chacune des deux roues peut , à son tour, 
conduire l’autre daus un sens ou dans l’autre sans que le rap- 
port des vitesses soit altéré. 

61. — I. D’après ce même tracé , le contact des dents commence un 
pas avant la ligne des centres et se termine un pas après ; en sorte qu’il 
y a toujours deux couples de dents en contact. Toutefois, ce double 
contact n’a lieu que lorsque les roues ont déjà un certain temps de ser- 
vice : quand elles sont neuves, quelque soin que l’on ait mis à leur exé- 
cution, il n’y a presque jamais à la fois qu’un seul couple de dents en 
prise; mais l’usage détruit ces inégalités. 

II. Il est important , dans ces engrenages, de faire en sorte que le pas 
soit le plus petit possible : car, dans le cas contraire, il pourrait arriver, 
en vertu des inégalités inévitables dont nous venons de parler, que, 
lors de la rencontre de deux dents avant la ligne des centres, le glisse- 
ment de l’une sur l’autre n’eût pas lieu. Cette circonstance, que l’on dé- 
signe par le mot arc-boutement , arrêterait le mouvement des roues, et 
pourrait occasionner la rupture de l’engrenage. 
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On a d’ailleurs, pour faire le pas le plus petit possible, d’autres motifs 
importants dont nous parlerons par la suite. 

III. La courbe AM, dont le tracé a été donné au n° 60, est ce que 
l’on nomme une épicycUnde. Dans les cas ordinaires , les constructeurs 
la remplacent par un simple arc de cercle décrit de la naissance de la 
dent suivante comme centre, c’est-à-dire avec un rayon égal au pas , ou 
plutôt à sa corde. Cet arc de cercle se confond en effet sensiblement avete 
l’épicycloide dans l’étendue dont on a besoin , surtout lorsque le pas 
est petit. 

62. — La marche que nous avons suivie pour tracer l’en- 
«n cnage à flanc conviendrait encore au cas où la dent con- 
duite aurait une forme donnée quelconque; seulement, les 
perpendiculaires abaissées du point A (fig. 1 5) sur le flanc de 
la dent conduite dans ses positions successives, devraient 
être remplacées par les normales menées de ce même point A 
aux courbes qui limiteraient cette dent dans ces mêmes po- 
sitions. 

U arrive, par exemple, assez fréquemment, que la roue conduite est 
remplacée par ce que l’on nomme une lanterne (fig. 17) : c’est une sorte 
de roue , composée de deux plateaux circulaires ou tourteaux égaux , 
montés sur un même axe , et réunis , près de leur circonférence , par 
une suite de petits cylindres égaux et équidistants, auxquels on donne 
le nom de fuseaux , et dont les bases ont leurs centres sur une 
même circonférence décrite du point O'. Ces fuseaux jouent alors le rôle 
des dents de la roue conduite ; et l’on pourrait leur appliquer ce que 
nous venons de dire d’une dent de forme quelconque. Mais ce mode de 
transmission , assez grossier, n’étant mis en usage que lorsqu’on n’a pas 
besoin d’une uniformité très-grande , on peut le plus souvent se dispen- 
ser d’un tracé rigoureux , et se contenter de satisfaire à la condition que 
le pas soit le même sur la circonférence primitive de la roue conduc- 
trice et sur celle de la lanterne; celle dernière circonférence n’étant 
d’ailleurs autre chose que celle qui contient les centres des bases des 
fuseaux. Dans ce cas, les dents de la roue conductrice ne sont que de 
simples chevilles arrondies, implantées à la circonférence de la roue; 
on leur doune le nom d ’alluchons. 

63. — Dans le mode de transmission que nous venons de 
décrire , le mouvement a lieu en sens contraire autour des 
axes parallèles. Si l’on voulait qu’il eût lieu dans le même 
même sens, il faudrait employer une troisième roue inter- 
médiaire entre les deux roues principales. Le rapport des 
vitesses angulaires serait d’ailleurs le même que si la roue 
intermédiaire u’existait pas. En général : 

Théorème. Si l’on a plusieurs roues successives , à axes 
parallèles, engrenant chacune avec la suivante, le rap - 
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port des vitesses angulaires des] roue s extrêmes est toujours 
le même que si elles étaient immédiatement en contact. 

Pour fixer les idées, considérons quatre roues, A,, A,, A 3 , 
À* (fig. 18), dont les rayons soient R,, R,, R 3 , R,, et les 
vitesses angulaires w,, w 2 , w 3 , w 4 . On aura successivement 
(n üï 54 et 56) : 

«, : oj,=r, : r, , 

w, : w 3 =r 3 : R,, 

o) 3 : w 4 =;R 4 : r 3 . 

Multipliant ces proportions terme à terme, et supprimant les 
facteurs communs aux deux termes de chaque rapport, il 
restera 

w, : w 4 =R 4 : R,, 

proportion qui est celle qu’on aurait si les deux roues ex- 
trêmes engrenaient directement l'une avec l’autre. 

Ce résultat est indépendant du nombre des roues intermé- 
diaires et de la grandeur de leurs rayons. 

64 . — Lorsque le rapport des vitesses angulaires autour 
des deux axes donnés doit être considérable, on préfère ordi- 
nairement, au lieu d’un seul engrenage, en employer plu- 
sieurs, situés dans des plaûs parallèles. 

Une première roue A fig. 19) engrène, par exemple, avec 
une autre roue a, ordinairement de rayon beaucoup moindre, 
et que l’on appelle pignon. Sur le même axe que le pignon o , 
et dans un plan parallèle par conséquent, est montée une 
roue B, solidaire avec lui, c’est-à-dire qui se meut nécessai- 
rement en même temps que lui et avec la même vitesse angu- 
laire. La roue B engrène avec un second pignon b , sur l’axe 
duquel est montée, dans un plan parallèle, une roue soli- 
daire C. Cette dernière engrène enfin avec un troisième 
pignon c. 

Soient o, o>,, w, et w' les vitesses angulaires autour des qua- 
tre axes; R, r, R', r', R", r" les rayons respectifs des roues 
A, a, B, b, C,c. On aura, en considérant successivement 
chaque engrenage (n° 56) , 

w ; w, = r : R, 

, w, : to a = r' : R', 

w g ; «Z = r" : R". 
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Multipliant terme à terme et supprimant les facteurs com- 
muns aux deux termes du premier rapport, il restera 

« ; ü)' = rr'r" : R R' R", 

c’est-à-dire que la vitesse angulaire de la première roue 
est à celle du dernier pignon comme le produit des rayons 
des pignons est au produit des rayons des roues. 

Si l’on voulait , par exemple , que le pignon c fit 120 tours pendant 
que la roue A en ferait 1, au lieu de faire engrener ces roues directe- 
ment, ce qui exigerait que le rayon du pignon c ne fût que la I20 iè,,,e 
partie du rayon de la roue A , on pourrait employer le système de la fi- 
gure 19, et adopter les rapports: 

r : R = 1 : 3, 
r':R'=l:5, 
r":R"=l : 8, 

qui donnent w : o> = 1 : 3.5.8 ou 120; 
ou bien les rapports : 

r : R = l.: 4, 
r' : R' = 1 • 5, 
r" : R"= 1:6, 

qui donnent également w : io =1 : 4.5.0 ou 120. 

6». — Les axes autour desquels le mouvement de rotation 
doit se transmettre ne sont pas toujours parallèles : ils peu- 
vent ou se couper, ou ne pas être situés dans un même plan. 

Nous supposerons d’abord qu’ils se coupent ; on fait usage 
dans ce cas des engrenages coniques ou roues d’angle. 

Soient OS et OT (fig. 20) les deux axes proposés; et sup- 
posons (iue les vitesses angulaires w et m' autour de ces axes 
respectils doivent être dans le rapport de deux nombres m et 
n, de sorte qu’on ait : 

w : u =m : n. (l) 

En un point quelconque M de OS élevons la perpendicu- 
laire MN égale à n unités arbitraires; en un point quelcon- 
que P de OT élevons la perpendiculaire P Q égale à m de ces 
mêmes unités. Par le point N menons une parallèle à O S , et 
par le point Q une parallèle à OT ; ces deux droites se ren- 
contreront en un point R. Joignons OR : cette droite jouira 
de cette propriété que les distances de chacun de ses points 
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aux axes OS et O T seront entre elles comme n est à m. Car 
si A est un de ces points, AK et AL les perpendiculaires 
abaissées de ce point sur les axes, R» et Rp les perpendicu- 
laires à ces mêmes axes menées par le point R , on aura par 
des similitudes évidentes : 

AK:R»=OA:OR et AL : R/) = OA : OR, 
d’où AK:Rn=AL : Rp, 

ou AK : AL=R» : Rp = MN : PQ=n : m. 

Cela posé, concevons deux cônes ayant pour sommet com- 
mun le point O, pour axes les droites ÔS et OT, et la droite O lî 
pour génératrice commune; ces deux cônes seront tangents. En 
admettant que le simple contact suffise pour transmettre sans 
glissement le mouvement de rotation de l’un de ces cônes à 
l’autre, les vitesses angulaires seraient précisément dans le 
rapport demandé. En effet, si l’on considère sur le premier 
cône la circonférence qui a pour rayon AK , par exemple, et 
sur le second celle qui a pour rayon AL, il résulte du con- 
tact qui a lieu en A que a vitesse sera la même en tous les 
points de ces deux circonférences. Les vitesses angulaires w 
et oï seront donc en raison inverse des rayons AK et AL 
(fig. 54) ; et comme ces rayons sont entre eux dans le rap- 
port de n à m , les vitesses angulaires seront entre elles dans 
le rapport inverse, c’est-à-dire qu’on aura 

w : t>) =m : n. 

Il n’est point nécessaire d’employer des cônes entiers : on 
prend sur la génératrice commune une longueur AB, qui ne 
dépend que de l’emplacement et de l’épaisseur qu’on veut 
donner aux roues ; on abaisse des points A et B des plans per- 
pendiculaires sur les deux axes; ces plans déterminent deux 
troncs de-cône qui se transmettent le mouvement de rotation 
dans le rapport de vitesse demandé. 

Le simple contact ne suffisant pas en général pour 
rendre la transmission possible , les cônes dont nous venons 
de parler devront être considérés seulement comme les cônes 
primitifs d’un engrenage appelé conique, qui s’exécutera 
d’après la méthode suivante. 

Par le point B , dans le plan des deux axes , menons la 
droite ST perpendiculaire à la génératrice commune O B. 
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Considérons les points S et T comme les sommets de deux 
cônes qui auraient pour axes respectifs OS et O T, et la droite 
ST pour génératrice commune. Dans le mouvement de ro- 
tation autour de OS, toutes les génératrices du cône S vien- 
dront tour à tour se placer suivant SB, tandis que les géné- 
ratrices du cône T viendront se placer tour à tour suivant T B ; 
et le passage de ces diverses génératrices suivant S T se fera de 
la même manière que si , les surfaces des cônes S et T étant 
développées sur le plan tangent commun à ces deux cônes, 
c’est-à-dire sur le plan mené suivant ST perpendiculairement 
au plan SOT, les secteurs circulaires qui en sont le dévelop- 
pement (*) se conduisaient mutuellement par contact. 

Cette remarque permet de ramener le problème des engre- 
nages coniques à celui des engrenages plans. 

Soient mSp et ni q (fig. 21) les secteurs obtenus par le 
développement des surfaces des cônes S et T; de sorte que 
mp soit égal à la circonférence qui avait pour rayon BI, et 
nq à celle qui avait pour rayon B H. On considérera mp et 
nq comme les circonférences primitives d’un engrenage plan, 
que l’on tracera d’après les régies données plus haut (n° 60), 
avec cette modification cependant que le pas devra être une 
partie aliquote des arcs mp et n q. Chaque secteur, armé de ses 
dents , deviendra alors un patron que l'on appliquera sur la 
surface des cônes S et T. Si l’on conçoit alors qu’une droite, 
passant constamment par le point O, se meuve en s’appuyant 
toujours sur les bords de l’un de ces patrons, elle engen- 
drera la surface qui doit limiter les saillies et les creux de la 
roue conique correspondante. C’est d’après ces principes que 
les deux roues devront être exécutées. (Voir la lig. 22.) 

67. — Lorsque les deux axes proposés ne sont pas situés 
dhns un môme plan , on a ordinairement recours à un troi- 
sième axe qu’on peut choisir de deux manières. Pour abréger 
le discours, appelons A et B les deux axes proposés , et M 
Taxe intermédiaire. On peut choisir Taxe M de manière à ce 
qu’il coupe les deux autres : dans ce cas, le mouvement se 
transmettra de l’axe A à Taxe M par un engrenage conique, 
et de Taxe M à Taxe B par un second engrenage conique. On 
peut choisir Taxe M de manière à ce qu'il coupe l’un des deux 



(*) Voir notre Géométrie théorique et- pratique, deuxième édition, 
seconde partie, cliap. XIII , n° 658. •*> . - ■ ■ 



DD MOUVEMENT EN LDI-MÊME. 



47 



axes proposés, l’axe B par exemple, et soit parallèle à l’autre : 
dans ce cas , le mouvement se transmettra de l’axe A à l’axe 
M par un engrenage plan, ou par une courroie sans lin, et 
de l’axe M à l'axe B par un engrenage conique. 

Dans tous les cas , le rapport des vitesses angulaires qui se 
rapportent aux deux premiers axes À et M sera arbitraire ; 
une fois choisi , il servira à déterminer celui qui devra exis- 
ter entre les vitesses angulaires qui se rapportent aux deux 
axes M et B. 

Si , par exemple, « et «’ étant les vitesses angulaires autour des axes 
A et B, et «" la vitesse angulaire autour de l’axe M, on veut avoir la 
proportion « : «' = 1 : 12. 

On pourra prendre indifféremment : 

« : «" = 1 : 2 et a>” : «' = 1 : 6 
ou « : «" = 1 : 3 et w" : «’ = 1 : 4 

ou (■> : «''== 1 : 4 et «” : «' = 1 : 3 

ou ai : ai" = 1 : 6 et «” : «' = 1 : 2 , etc.; 

ce qui donnera toujours entre « et «'le rapport demandé 1 : 12. 

§ 3. — Circulaire continu en rectiligne continu , et 
vice versà. 

(»8. — Le principal moyen d’opérer cette transformation 
consiste dans l’emploi du treuil (fig. 23). Cet appareil se com- 
pose d’un cylindre , sur lequel est montée une roue dont le 
plan est perpendiculaire à l’axe du cylindre ; ce dernier se 
termine de part et d’autre par deux autres cylindres , ayant 
le même axe que lui, mais nu plus petit diamètre : on les ap- 
pelle tourillons. C’est par les tourillons que le treuil repose 
sur ses appuis; la partie de ces appuis qui est destinée à re- 
cevoir les ourillons porte le uom de coussinets. Uue corde, 
fixée au cylindre et enroulée sur lui, supporte le poids qu’il 
s’agit ordinairement de soulever en faisant tourner la roue. 

Si « est la vitesse angulaire du treuil , B le rayon de la 
roue, et r celui du cylindre, la vitesse à la circonférence de 
de la roue sera « U (42), et la vitesse h la circonférence d’une 
section quelconque du cylindre, faite perpendiculairement a 
sou axe, sera wr. Cette dernière vitesse est évidemment celle 
de la corde, et par conséquent du poids’qui y est suspendu. 
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En appelant V et v ces deux vitesses, on aura donc identique - 
ment : 

V:»=MR:wr ou V:u = R:r, 

c’est-à-dire que la vitesse à la circonférence de la roue est 
à la vitesse de la corde comme le rayon de la roue est au 
rayon du cylindre. 

09 . — On obtient encore une solution du même problème 
en employant une roue dentée qui engrène avec uue crémail- 
lère , ou tige rectiligne dentée. 

Soient OA (fig. 24) la circonférence primitive de la roue, et 
XY, tangente en A, ce qu’on peut appeler Y arête primitive 
de la crémaillère. En admettant un instant que le simple con- 
tact suffise pour assurer la transmission du mouvement, on 
voit que la vitesse de la tige serait précisément celle qui a lieu 
à la circonférence primitive de la roue. 

Pour tracer l’engrenage de la roue et de la crémaillère , il 
faut considérer cette dernière comme un fragment de roue 
dentée dont le rayon serait infiniment grand et le centre situé 
à une distance infinie. Les dents de la crémaillère auront 
leurs flancs dirigés perpendiculairement à l’arète primitive 
X Y. Du reste, le tracé des dents de la roue sera le même que 
celui qui a été exposé aux n os 59 et go. 

On remarque toutefois que la courbe des dents de la roue, au lieu d'être 
une épicycloïde , sera une développante de la circonférence primitive , 
c'est-à-dire la courbe que décrirait l’extrémité d’un (il enroulé sur cette 
circonférence, si ce fil se déroulait en restant tendu. On remarquera en 
second lieu que le contact des dents se fera toujours sur l’arête primitive 
XY, puisqu’on obtient à chaque instant le point de tangence en abais- 
sant une perpendiculaire du point A sur le flanc de la dent , lequel reste 
constamment perpendiculaire^ X Y. 

Si l’on vent que la crémaillère puisse à son tour conduire 
la roue, il faudra tracer les courbes des dents de la crémail- 
lère ; on emploiera pour cela le procédé du n° 59. Pour limi- 
ter ces dents , on mènera une parallèle à XY par le point m 
où doit se terminer le contact; et on limitera les creux en 
menant également à X Y une parallèle, dont la position sera 
déterminée par celle de la dent de la roue qui touche eu A, de 
manière à lui laisser le jeu nécessaire. 

Dans cet engrenage , comme dans celui des roues , le mou- 
vement peut avoir lieu dans les deux sens indifféremment. 



□ [ij'ijMdWCoug le 



DO MOUVEMENT EN LÜI-MÉME. 



49 



Pour assurer le mouvement rectiligne de la crémaillère , on fait passer 
ses extrémités , qui sont dépourvues de dents , entre des guides fixes qui 
l’obligent à conserver sa direction. 

70 . — Enfin la vis offre encore un moyen de transformer 
le mouvement circulaire continu en un mouvement rectiligne 
continu. 

On sait qu’une vis (fig. 25 ) est formée d’un noyau cylin- 
drique sur lequel s’enroule en hélice une saillie qu’on nomme 
le filet, et dont la section par un plan méridien, c’est-à-dire 
par un plan mené suivant l’axe, est constante. Cette section 
est le plus ordinairement un carré; dans ce cas, la vis est 
dite à filet carré. 

On sait aussi que la vis pénètre dans une pièce appelée 
écrou , qui présente en creux la forme que la vis offre en 
relief. 

La distance entre deux révolutions du filet , comptée pa- 
rallèlement à l’axe du noyau , est ce qu’on nomme le pas de 
la vis. 

Si l’on suppose l’écrou fixe , chaque fois que la vis aura 
fait un tour complet, elle aura pénétré dans l’écrou d’une 
quantité égale au pas ; si la vis est seulement mobile autour 
de son axe, et que ce soit l’écrou qui ait la faculté d’avancer 
ou de reculer parallèlement à cet axe , chaque fois que la vis 
aura fait un tour complet, l’écrou aura avancé ou reculé 
d’une quantité égale au pas. 

Ordinairement la tète de la vis est armée d’une roue, ou 
au moins d’une double barre perpendiculaire à son axe. Si 
l’on nomme L le rayon de cette roue , ou la longueur de 
cette barre , à partir du centre, le chemin parcouru dans un 
tour complet par son extrémité sera 2 tcL ; si h représente le 

E asde la vis, cette quantité sera aussi celle dont la vis ou 
ien son écrou auront marché dans le même temps dans le 
sens parallèle à l’axe. Or, les chemins parcourus pendant un 
temps quelconque, si le mouvement est uniforme, seront 
évidemment dans le môme rapport que ceux qui sont par- 
courus pendant la durée d’un tour complet de la vis 5 en 
nommant V la vitesse à la circonférence de la roue ou à 
l’extrémité de la banc , et v la vitesse de la vis ou de son 
écrou dans le sens de l’axe, on aura donc : 

V : v = 2 7v L : h. 
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c’est-à-dire que : la vitesse de V extrémité de la barre, dans 
un plan perpendiculaire à l’axe , est à la vitesse de la vis 
ou de son écrou parallèlement à cet axe, comme la circon- 
férence décrite par l'extrémité de cette barre est au pas de 
la vis. 

On voit que cette relation .est indépendante du rayon du 
noyau; elle serait , par conséquent, la même pour deux vis 
dont les noyaux auraient des rayons différents, si le pas était 
le même et que la barre eut la même longueur. 

La vis offre un exemple de vitesses simultanées. Quand son écrou est 
fixe, chaque point de la vis en mouvement est animé de deux vitesses si- 
multanées : l’une, dans un plan perpendiculaire à l’axe et produite par la 
rotation autour de cet axe, l’autre, parallèle à ce même axe et due à un 
mouvement de translation. 

§ 4. — Circulaire continu en rectiligne alternatif, et 
vice versà. 

71. — Une des principales dispositions employées pour 
opérer cette transformation est la suivante : 

Soit O {fig. 26 ' la projection de l’axe autour duquel s’opère 
le mouvement de rotation, et XY une droite passant par le 
point O, et suivant laquelle doit s’opérer un mouvement al- 
ternatif. Sur l’axe O est montée une pièce OM, appelée 
manivelle , qui se meut autour de cet axe, comme ferait un 
des bras d’une roue. A l’extrémité M de la manivelle s’arti- 
cule une tige MB, qui se nomme une bielle ; celle-ci, par 
son extrémité B, s’articule avec une autre tige B A qui , rete- 
nue entre des guides , n’a que la faculté de se mouvoir sui- 
vant la droite X Y, et communique ce mouvement rectiligne 
à telle autre pièce qu’on voudra. 

Concevons maintenant que l’extrémité M (ou le bouton de 
la manivelle), occupant d’abord la position M', parcoure la 
la demi -circonférence supérieure M' M M"; l’extrémité B de la 
bielle , qui était d’abord en B' à une distance M'B' du point 
M' égale à la longueur M B de la bielle , parcourra la droite 
B' B" égale au diamètre M'M". Lorsqu’au contraire le bouton 
de la manivelle , continuant sa marche , parcourra la demi- 
circonférence inférieure , l’extrémité B de la bielle sera ra- 
menée du point B" au point B'. Ainsi le mouvement circu- 
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laire continu de la manivelle produira, par l’intermédiaire 
delà bielle, le mouvement rectiligne alternatif de la tige B A. 

Réciproquement : le mouvement rectiligne alternatif de 
la tige B A peut , à son tour , produire le mouvement circu- 
laire continu de la manivelle. Si l’on suppose , en effet, que 
l’extrémité B de la bielle marche de B vers .B", le bouton M 
de la manivelle sera contraint de marcher de M vers 31". Mais, 
parvenu à cette position, il ne s’y arrêtera pas : il la dépassera 
eu vertu de la vitesse qu’il possède, comme nous l’explique- 
rons plus tard ; et pour peu qu’il l’ait dépassée , il sera forcé 
de parcourir la demi-circonférence inférieure , quand l’ex- 
trémité B delà manivelle reviendra de B" vers B'. Arrivé en 
M', il dépassera cette position , en vertu de sa vitesse, et sera 
de nouveau contraint de parcourir la demi-circonférence su- 
périeure, quand le point B reviendra de B' vers B"; et ainsi 
de suite. 

72. — Dans ce mode de transformation, le rapport des 
vitesses n’est pas constant : on peut s’assurer, en effet , que 
si le point 31 décrit, par exemple, des arcs égaux dans des 
temps égaux, le point B, dans ces mêmes temps, ne parcourt 
pas des longueurs égales. 

Si l’on ne considère que les vitesses moyennes é37), le 

S oint M parcourant une circonférence entière ou 2 tc O M tan- 
is que le point B parcourt deux fois B' B", ou ce qui revient 
au même, deux fois 31' 31", c’est-à-dire , 4031, on reconnaît 
que ces vitesses sont dans le rapport de n à 2. Ainsi la vitesse 
moyenne du point 31 surpasse une fois et demie la vitesse 
moyenne du point B. ^ 

75. — Le mode de transmission dont nous parlons est employé dans les 
machines à vapeur de Maudsley. La hielle, liée par son extrémité infé- 
rieure au bouton île la manivelle, s’articule par l’extrémité supérieure 
avec l’axe d’un galet qui a la faculté de s’élever ou de desrendre vertica- 
lement dans une double rainure. Ce système est double ; c’est-à-dire qu’il 
y a deux manivelles, deux bielles, deux galets. Ces derniers ont leur axe 
commun ; et c'est à cet axe qu’est jointe l’extrémité supérieure de la tige 
du piston, placé ainsi entre les deux systèmes. La figure 27 représente 
une vue oblique de cette disposition. 

74. — On transforme encore un mouvement circulaire 
continu eu un mouvement rectiligne alternatif, par le moyen 
des excentriques. Nous parlerons d’abord de l’excentrique 
circulaire (flg. 28). 
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Il se compose d’un disque circulaire , ordinairement évidc 
pour diminuer son poids : ce disque est mobile autour d’un 
axe projeté en O, qui est perpendiculaire à son plan, mais 
qui ne passe pas son centre de ligure C (d’où le nom d’excen- 
trique). Ce disque est embrassé par un anneau qui peut glisser 
librement sur sa circonférence, et qui s’articule à l’extrémité 
B de la pièce à laquelle il s’agit de donner un mouvement 
rectiligne alternatif suivant la droite X Y passant par le point 
O, et située dans le plan du disque. 

(Nous décrivons et raisonnons comme si le disque, l’an- 
neau et la pièce à mouvoir étaient sans épaisseur ; le lecteur 
ne saurait se méprendre sur cette abstraction qui abrège 
extrêmement le discours.) 

Dans le mouvement, les distances OC et CB demeurent 
invariables ; le point B se meut donc comme s’il était lié au 
moyen d’une bielle , dont la longueur serait B C , à une ma- 
nivelle dont le centre serait O et le rayon OC. Ce mouve- 
ment est donc facile à concevoir, et nous n’ajouterons rien 
à ce qui a été dit plus haut (71 et 72). 

Cette disposition est employée dans les machines à vapeur pour faire 
mouvoir la clef des boites de distribution. 

13 . — L’inconvénient, commun à l’excentrique circu- 
laire et aux manivelles , de changer un mouvement de rota- 
tion uniforme en un mouvement rectiligne où la vitesse est 
variable, suivant une loi assez compliquée , a fait imaginer 
d’autres dispositifs du même genre qui sont exempts de cet 
inconvénient. On leur a conservé le nom d’excentriques, par 
analogie avec l’excentrique circulaire. Le plus remarquable 
est X excentrique à mouvement uniforme , ou excentrique 
en cœur. 

Soient toujours O (ftg. 29) la projection de l’axe de rotation 
sur le plan de la figure , et X Y une droite passant par ce point , 
perpendiculaire à l’axe, et suivant laquelle le mouvement 
rectiligne doit avoir lieu. Imaginons, par exemple, que le 
point B soit l’extrémité d’une pièce qu'il s’agit de faire mou- 
voir uniformément de B vers A, puis de A vers 15 , et ainsi 
de suite, sans interruption , au moyen d’un mouvement de 
rotation uniforme autour de l’axe b. On y parvient de la 
manière suivante. 

Du point O comme centre, avec O B pour rayon, on décrit 
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une demi-circonférence ; on la divise en un certain nombre 
de parties égales, 6 par exemple, et, par les points de division, 
on mène des rayons que l’on prolonge indéfiniment. On di- 
vise ensuite la droite B A en un meme nombre de parties 
égales , et l’on numérote les points de division comme sur la 
figure. Du point O comme centre, on décrit alors une série 
d’arcs , savoir : 

l’arc (1,1) jusqu’à la rencontre du rayon 0 1 ; 



— ( 2 , 2 ) 02 ; 

— (3,3) 03; 



et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on ait décrit la demi-circon- 
férence qui a pour rayon 0 A. 

Par les points ainsi déterminés sur les rayons successifs, 
on fait passer à la main une courbe, que l’on répète symé- 
triquement au-dessous de X Y. 

76. — Il résulte d’abord de ce tracé que si, par le point 0, 
on mène une droite quelconque terminée de part et d’autre 
aux deux courbes, elle aura uue longueur précisément égale 
à BG. En effet, si l’on considère, par exemple, le rayon 04, 
prolongé jusqu’à la rencontre de la courbe inférieure, on 
voit que sa partie inférieure 0 a est, à cause delà symétrie de 
la figure, précisément égale au rayon 02; la corde totale 
04 +0 a est donc égale a 04 + 02. Mais 0 4 diffère de OA 
des | de A B en moins ; et 0 2 diffère de OB des § de A B en 
plus; la somme 04 H- 02 équivaut donc à OA-+-OB, ou à 
OC-f-0 B, c’est-à-dire à BC. Le raisonnement serait le même 
pour une antre corde quelconque passant par le point 0. 

Maintenant, concevons qu’une roue, ayant la forme dé- 
terminée par ces deux courbes, se meuve uniformément 
autour de l’axe projeté en 0, et dans le sens indiqué par la 
flèche ; l'extrémité B de la pièce à mouvoir sera poussée de 
B vers A par cette roue. De plus , elle sera poussée uniformé- 
ment. Car, après £ de demi-tour, le rayon 01 sera venu se 
placer suivant X Y; le point B aura été poussé jusqu’en 1 , et 
aura marché par conséquent d’un sixième de B A ; après $ de 
demi-tour, c’est le rayon O 2 qui sera venu se placer suivant 
X Y ; le point B aura été poussé jusqu’en 2 , et aura marché 
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par conséquent des § de B A; et ainsi de suite. Le point B 
s’avancera donc de quantités proportionnelles aux temps, 
c’est-à-dire que sou mouvement sera uniforme. 

Supposons, de plus, que le point C soit l’extrémité d’une se- 
conde pièce liée à la première, de manière que la distance B C 
demeure invariable. Pendant le premier demi-tour, le point C 
aura marché uniformément de Cen B', à causede sa liaison avec 
le point B ; et , dans ce mouvement, le point C sera resté cons- 
tamment en contact avec la courbe intérieure, en vertu de la 
propriété des cordes démontrée plus haut. Mais, dans le se- 
cond demi-tour, c’est le point C qui sera poussé , à son tour, 
par l’excentrique, de B' vers C , et le point B reviendra uni- 
formément de A vers B , pour retourner encore de B vers A , 
pendant le troisième demi-tour, et ainsi de suite. Le mouve- 
ment circulaire continu de l’excentrique produira donc le 
mouvement rectiligne uniforme et alternatif des points B et 
C , et par conséquent des pièces dont ces points figurent les 
extrémités. 

77. — Dans la réalité , les choses ne sont pas disposées fout-à-fait de 
cette manière ; car il pourrait arriver que l’excentrique ne glissât pas sur 
la pièce qu’il pousse, ce qui arrêterait le mouvement ; cette circonstance 
serait surtout à craindre à la naissance du mouvement, à cause de l’angle 
rentrant que présente l’excentrique au point B. 

On prend les points B et C pour centres de deux galets ( ou roulettes ) 
dont les axes, parallèles à celui qui est projeté en O, sont reliés latérale- 
ment par un châssis de forme invariable , qui ne peut se mouvoir que 
suivant X Y ; et c’est à ce châssis que l’on adapte la pièce qu’il s’agit de 
faire mouvoir. 

Celte disposition apporte une modification importante au tracé des 
courbes qui terminent l’excentrique : car il faut tenir compte de la di- 
mension des galets , et faire en sorte que les courbes lui soient toujours 
tangentes. Pour cela, sur les courbes primitives, on prend une série de 
points de distance en distance; de chacun de ces points comme centre , 
avec un rayon égal à celui des galets, on décrit une circonférence (fig. 30). 
On trace ensuite à la main une nouvelle courbe intérieure à la courbe 
primitive, et tangente à toutes les petites circonférences. On répète cette 
nouvelle courbe symétriquement au-dessous de XY; et l’on a la forme 
réelle que doit avoir l’excentrique. 

78. — On a besoin parfois que le mouvement rectiligne présente des 
intermittences, sans que pour cela le mouvement circulaire cesse d’ètre 
uniforme et continu. On obtient ce résultat avec des excentriques d’une 
forme convenable. 

Si l’on voulait, par exemple, que pendant le premier quart de tour le 
point B marchât uniformément jusqu’en A; que pendant le second quart 
de tour il y eût intermittence; que pendant le troisième quart de tour le 
point B revint uniformément de A à B; puis qu’enfin pendant le qua- 
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trième quart de tour il y eût de nouveau intermittence, et ainsi de suite ; 
on tracerait l’excentrique comme l’indique la figure 31. L’arc BD est ob- 
tenu par le même procédé que pour l’excentrique en cœur. L’arc F.C en 
est la reproduction symétrique par rapport à la bissectrice de l'angle 
D O c. Les arcs D C et B E sont des arcs de cercle décrits du point ü comme 
centre. 

On s’assurera facilement que les conditions sont remplies : que , par 
exemple toutes les cordes menées par le point O sont égales, ce qui est 
une condition commune à tous les excentriques; qu’en second lieu, 
tant que l’arc DC sera en contact avec la pièce qu’il doit presser, celle- 
ci conservera sa position , puisque sa distance au point O ne variera pas. 

En général, dans les excentriques , les intermittences s’obtiennent par 
des arcs de cercle décrits du centre de rotation. 

L’emploi des excentriques est extrêmement précieux, notamment dans 
les machines-outils, pour suppléer à la main de .l’ouvrier. 

Il resterait , pour rendre pratique le tracé précédent, à tenir compte de 
la dimension des galets, comme nous l’avons indiqué pour l’excentrique 
en cœur. 

79. — On peut encore ranger dans la transformation qui 
nous occupe le mouvement alternatif de la tige du pilon , 
produit par le mouvement circulaire continu d’un arbre à 
cames. 

La tige verticale du pilon est armée d’une saillie appelée 
rnenlonnet , semblable à une dent de crémaillère. La roue 
qui doit donner le mouvement au pilon est garnie, à sa cir- 
conférence, d’un petit nombre de dents, de dimensions plus 
grandes que les dents ordinaires , et auxquelles on donne le 
nom de cames. (De là l’expression A' arbre à cames ; le mot 
arbre, en langage d’atelier, signifiant l'axe solide d’une roue.) 

Chaque came vient à son tour saisir le mentonnet, et oblige 
la tige du pilon à s’élever entre des guides fixes qui maintien- 
nent sa direction verticale. Lorsque la came abandonne le 
mentonnet, le pilon retombe par son propre poids ; le men- 
tonnet est <le nouveau saisi par la came suivante ; et ainsi de 
suite. 

On règle les dimensions et le nombre des cames d'après la 
vitesse de la roue et d’après la levée du pilon , c’est-à-dire 
d’après la quantité dont il doit s’élever verticalement, de ma- 
nière à ce qu’il ait le temps de retomber complètement avant 
que le mentonnet soit saisi par la came suivante. Nous ver- 
rons plus loin comment on peut calculer la durée de la chute 
du pilon d’après sa levée ; il est facile d’en déduire la por- 
tion de tour accomplie par l’arbre à cames dans cet inter- 
valle. 
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On tracé et on limite les cames comme s’il s’agissait d’une 
roue engrenant avec une crémaillère (69). Le centre O de la 
roue est ordinairement dans le prolongement de la face in- 
férieure du mentonnet, dans sa position la plus basse; en 
sorte que la distance du point O à cette même tace inférieure, 
dans sa position la plus élevée , est précisément la levée du 
pilon. Le contact de la came et du mentonnet commence 
ainsi en A sur l’horizontale du point O. 

Si l’on ne tient pas à ce que le mouvement ascendant du 
pilon soit uniforme, on peut remplacer la courbe rigoureuse 
des cames par une courbe quelconque m n, assujettie seule- 
ment à être convexe et à se raccorder en m avec l’arète in- 
férieure du mentonnet, et en n avec un rayon de la circon- 
férence de la roue. Ces conditions remplies, le contact com- 
mencera toujours en A et se terminera toujours en m. 

§ 5. — Rectiligne alternatif en circulaire alternatif. 

80 . — L’exemple le plus remarquable de cette transfor- 
mation est la disposition employée, dans les machines à 
vapeur de Watt , pour transmettre au balancier le mouve- 
ment alternatif du piston. Voici en quoi consiste cette dispo- 
sition, supposée réduite à sa plus grande simplicité. 

Soient XY (fig. 33) la verticale suivant laquelle doit se 
mouvoir la tige du piston ; AO le balancier dans sa position 
horizontale ; 0 son centre, ou la projection d’un axe horizon- 
tal autour duquel il est assujetti à osciller, de raanièreà venir 
prendre tour à tour les positions extrêmes 0 a' et 0 a", sy- 
métriques par rapport à 0 A . 

Si la tige du piston était immédiatement articulée à l’ex- 
trémité A du balancier, comme cette extrémité , dans les 
excursions du balancier, s’éloigne notablement de la verti- 
cale X Y, la tige serait fléchie , faussée et peut-être rompue. 
Pour obvier à cet inconvénient, Watt fait d’abord passer la 
verticale X Y de la tige du piston à égale distance entre le 
point A, et la corde a a", de l’arc qu'il décrit. De plus, il 
arme le balancier d’un système de trois verges AB, BC, C D, 
formant avec le balancier même un parallélogramme A B CD 
articulé à ses quatre sommets. Si l’on fait mouvoir le balan- 
cier, en obligeant le sommet B du parallélogramme à de- 
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meurer sur la verticale XY, on trouve que le sommet C 
décrit une courbe qui diffère très-peu d’un arc de cercle. 
Admettons, pourlemoment, que ce soit en effet un arc de cer- 
cle ; et soit O' son centre. Si l’on suppose que le point O' soit 
fixe , et qu’une tige O'C, appelée contre-balancier , soit arti- 
culée, d’une part, au point O', et de l’autre, au sommet C du 
parallélogramme, ce sommet étant ainsi contraint de se 
mouvoir sur l’arc de cercle qui a O' pour centre et CO' pour 
rayon , le sommet B sera obligé de se mouvoir sur la verti- 
cale XY, et pourra s’articuler directement avec la tige du 
piston. 

81 . — Dans la réalité, la courbe décrite par le point C 
n’est pas rigoureusement un arc de cercle. Pour en obtenir 
un point quelconque, on tracera le balancier dans une de 
ses positions, O a! par exemple ; de son extrémité a ' comme 
centre, avec un rayon égal à A B , on décrira un arc de cer- 
cle qui coupera la verticale XY en un certain point b' ; sur 
a ! O on prendra une longueur a' d! égale à AD, et l’on achè- 
vera le parallélogramme a'b'c'd' , ce qui donnera un point 
c' de la courbe. On opérera ainsi pour les deux positions 
extrêmes du balancier et pour quelques positions inter- 
médiaires. On reconnaîtra alors que l’arc de cercle pas- 
sant par les trois points c', C , c", ne se confond pas rigou- 
reusement avec la courbe obtenue .: la partie supérieure 
de celle-ci passe un peu à gauche de l’arc de cercle , et sa 
partie inférieure un peu à droite. Il en résulte que le som- 
met B ne décrit pas rigoureusement la verticale XY, mais 
bien une courbe formant une S allongée. Mais cette courbe 
s’approchant beaucoup de la ligne droite X Y, l’inconvénient 
que l’on redoutait n’existe plus. 

Dans la réalité aussi, le système que nous venons de dé- 
crire est double, c’est-à-dire qu’il y a deux balanciers, deux 
parallélogrammes, deux contre-balanciers, placés parallèle- 
ment à côté les uns des autres : le sommet B et celui qui lui 
correspond sont liés par un axe horizontal , et c’est à cet axe 
qu’est adaptée l’extrémité supérieure de la tige du piston. 



82. — On a ordinairement d’autres tigesà faire mouvoir verticalement ; 
pour cela on met à profit une propriétédu dispositif que nous venons de 
décrire. 

I Traçons le balancier et le parallélogramme dans deux positions quel- 
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conques, ABC D, a bcd (fig. 34). Joignons B O qui coupe CD en I, et 60 
qui coupe cdeai. Par des similitudes évidentes, on aura : 

ID:AB = OD:OA et id : ab =Od : Oa. 

Ces deux proportions ayant leurs trois derniers termes égaux , il en ré- 
sulte I D = i rf ; c’est-à-dire que le point i est la position que prend le 
point I par suite du déplacement du système. Mais on a aussi : 

OI:OB = OD:OA et Oi:Ob=Od:Oa. 

Le dernier rapport étant le même dans ces deux proportions, il en résulte 
01 : OB = Oi : 06, 

d’où il suit que la droite qui joint les points I et i est parallè-leà la droite 
B b. Par conséquent, si le sommet B du parallélogramme décrit une ver- 
ticale, le point 1 décrira aussi une verticale. On peut donc lier le point I 
à son correspondant sur le second parallélogramme par un axe horizontal 
auquel on adaptera la tige qu’il s’agit de faire mouvoir. 

On a encore un troisième moyen de faire mouvoir une tige verticale- 
ment : c’est de l’adapter au balancier lui-môme, mais assez près du 
centre pour que l’arc décrit par l’extrémité de la tige diffère peu d’une 
droite verticale. 

On peut encore, et cela se pratique quelquefois, adapter un parallélo- 
gramme à la branche opposée du balancier. 

83 . — Les vitesses des points A et B (fig. 33) ne sont point 
dans un rapport constant. 

Mais si l’on n’a égard qu’aux vitesses moyennes , on remarque que le 
point A décrit l’arc «'Art'' tandis que le point B parcourt la droite b’ b" 
égale à a' a". La vitesse moyenne de l’extrémité du balancier et celle de 
la tige du piston sont donc entre elles comme l’arc décrit par l’extrémité du 
balancier est à sa corde. 

84 . — La disposition du parallélogramme n’est pas tou- 
jours celle que nous venons de décrire. Les circonstances lo- 
cales obligent quelquefois à placer le balancier beaucoup au- 
dessous de l’extrémité supérieure de la tige du piston ; c’est 
ce qui arrive notamment dans les bateaux à vapeur. 

On place alors le parallélogramme au-dessus du balan- 
cier, comme l’indique la figure 35. Sa théorie est d’ailleurs le 
même. 

8i>. — On peut aussi opérer la même transformation sans 
le secours du parallélogramme de Watt. 

On emploie pour cela un balancier AO (fig. 36) mobile au- 
tour du point 0, et un contre-balancier 0' B, qui lui est ordi- 
nairement égal , et qui est mobile autour du point 0'. Leurs 
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extrémités sont réunies par une bielle AB. En une point I de 
cette bielle (son milieu quand les deux balanciers sont égaux), 
s’articule l’extrémité de la tige IP qui doit se mouvoir verti- 
calement, d’un mouvement alternatif. 

Si l’on trace la courbe décrite par le point I, on reconnaît 

3 u’elle se confond très-sensiblement avec la verticale 1 P, 
ans une étendue assez considérable, et que, par conséquent, 
son mouvement peut, dans cette étendue, être considéré 
comme sensiblement rectiligne. 

Il est facile de reconnaître que ce dispositif revient, au fond , au pa- 
rallélogramme de Watt ; car la droite A t s’appuie par ses extrémités sur 
le cercle dont le rayon est O A, et sur la droite verticale 1 P, comme le 
côté A B du parallélogramme ( lig. 33 ) s’appuie par ses extrémités sur le 
cercle dont le rayon est O A et sur la verticale X Y. 

§ G. — Circulaire continu en circulaire alternatif, et 
vice versà. 

86. — Le marteau de forge mû par un arbre à cames 
offre un exemple de cette transformation. 

Le marteau (fig. 37), soulevé par la came, s’élève en tour- 
nant autour d’un axe horizontal lixe , projeté en H ; lorsque 
la came l’abandonne, il retombe par son propre poids. 

La courbe des cames s’obtient de la même manière que 
s’il s’agissait d’un engrenage; mais comme on n’a en général 
aucune raison pour tenir à ce que le mouvement ascendant 
du marteau soit uniforme, cette courbe est à peu près indif- 
férente. On la termine au point par lequel elle tourne le mar- 
teau dans sa position la plus élevée ; le marteau lui-même doit 
se terminer eu ce point. 

Ou détermine le nombre des cames d’après la vitesse que 
l’on veut donner à la roue, et d’après le nombre de coups que 
l’on veut frapper par minute; il faut que le marteau, lors- 
qu’il abandonne une came , ait le temps de retomber complè- 
tement avant d’être saisi par la came suivante. 

Le rapport des vitesses angulaires s’obtient comme dans un 
engrenage. 

La came , au lieu de saisir le marteau par la tête, le saisit 
quelquefois par la partie moyenne, et quelquefois aussi par 
la queue. Il faut, dans ce dernier cas, que le sens de la rota- 
tion de l’arbre à cames soit contraire à celui qui est néces- 
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saire lorsque la came soulève le marteau par la tète, comme 
l’indique la figure 38. 

157. — On réalise la même transformation, ou bien la 
transformation inverse, en employant un système composé 
d’un balancier OA (fig. 39) mobile autour d’un axe horizon- 
tal projeté en O, d’une bielle AB, et d’une manivelle CB, 
dont C est le centre. 

Si l’extrémité B de la bielle parcourt la circonférence C B, 
le balancier oscillera évidemment entre deux positions ex- 
trêmes, et aura un mouvement circulaire alternatif. 

La transmission inverse est également facile à concevoir. 
Si le balancier, placé d’abord dans la position OA, s’abaisse, 
le bouton B de la manivelle sera contraint de se mouvoir sur 
la circonférence CB, dans le sens indiqué par la flèche, jus- 
qu’à ce que le balancier ait atteint la position Oa', où la di- 
rection a' b' de la bielle passe par le centre C de la manivelle. 
Mais le bouton de la manivelle dépassera cette position en 
vertu de la vitesse qu’il possède, comme nous le verrons 
plus loin; et, le balancier remontant, ce bouton de mani- 
velle continuera son mouvement sur la circonférence C B , 
jusqu’à ce que le balancier atteigne la position Oa", où la 
direction a" b" de la bielle passe de nouveau par le centre C 
de la manivelle. Le balancier redescendant aussitôt, le bou- 
ton de la manivelle, qui aura dépassé la position b”, conti- 
nuera à se mouvoir dans le même sens sur la circonférence 
CB; et ainsi de suite. 

88. — Les vitesses des points A et B ne sont pas dans un 
rapport constant. 

Mais si l’on voulait le rapport des vitesses angulair es moyennes du ba- 
lancier et de la manivelle , il serait facile de l’obtenir. Car, tandis que la 
manivelle fait une révolution entière, le balancier décrit deux fois l’angle 
o Ob"; les vitesses angulaires moyennes du balancier et de la manivelle 
sont donc entre elles comme le double de l’angle a Oà' est à 4 angles 
droits, ou comme l'angle a'Oa” est à deux angles droits. 



§ 7. — De deux transformations de mouvement omises à 
dessein dans les paragraphes précédents. 

89. — Nous terminerons ce qui concerne les transforma- 
tions de mouvement par deux exemples que, dans l’ordre 
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logique, nous aurions dû donner plus tôt, mais qui n’au- 
raient pu ôtre convenablement décrits en leur véritable lieu 
sans un peu d’obscurité ou sans des redites que nous avons 
voulu éviter. 

Il s’agit d’abord de la vis sans fin, qui sert à transformer 
un mouvement circulaire continu en un autre mouvement 
circulaire continu , quand les deux axes de rotation ne sont 
pas dans un même plan, et ont des directions rectangulaires. 

Une vis à filet carré (fig. 40) repose horizontalement par 
des tourillons sur des appuis , et est mobile autour de son 
axe, par le moyen d’une manivelle. Le blet de cette vis en- 
grène avec une roue dentée dont l’axe, aussi horizontal, 
est projeté en O , et a conséquemment une direction perpen- 
diculaire à l’axe de la vis, mais dans un plan différent. Lors- 
que la vis tourne autour de son axe, dans le sens indiqué 
par la flèche, la dent qui touche le blet se trouve successive- 
ment en contact avec des parties de ce blet de plus en plus 
éloignées du tourillon A, et est par conséquent poussée dans 
le sens indiqué sur la bgure , jusqu’à ce que la dent suivante 
soit saisie à son tour, au môme point, par une seconde ré- 
volution du blet ; et le mouvement se continue ainsi indéfi- 
niment. 

Pour tracer les dents de la roue, on dessine d’abord une 
coupe de la vis et de son blet par un plan mené suivant l’axe 
de la vis ; on trace alors l’engrenage comme s’il s’agissait 
d’une roue engrenant avec une crémaillère , dont les dents 
sont ici remplacées par les différentes coupes du blet de la 
vis. Mais les dents de la roue ne doivent pas ici s’étendre en 
épaisseur parallèlement à l’axe de la roue, comme cela a lieu 
pour les engrenages cylindriques ordinaires , cette épaisseur 
doit s’étendre daus la direction d’une tangente horizontale 
à l’hélice formée par le blet ; et il est facile de voir que cette 
horizontale fait avec l’axe de la vis et avec l’axe de la roue 
des angles qui sont complémentaires, puisque ces deux axes 
sont à angle droit. 

1)0. — Lorsque la vis tourne d’un mouvement uniforme, 
le mouvement transmis à la roue est aussi sensiblement uni- 
forme. En effet, d’après la génération de la vis, les diffé- 
rents éléments de son blet qui viennent successivement oc- 
cuper la partie inférieure , sont à des distances de l’extrémité 
A qui vont en croissant uniformément ; le mouvement de la 

4*. 
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dent poussée est donc uniforme dans le sens parallèle à AB. 
Et comme le chemin qu’elle parcourt pendant son contact 
avec le (ilet est ordinairement très-petit , et se confond avec 
un arc de la circonférence primitive de la roue, on peut re- 
garder son mouvement sur cette circonférence comme sensi- 
blement uniforme. 

Pour obtenir le rapport des vitesses angulaires, on remar- 
quera d’abord que le pas de la roue dentée est égal au pas de 
la vis, et que, lorsque la vis fait un tour, la circonférence 
primitive de la roue tourne d’un arc égal au pas. Cela posé, 
si l’on nomme R le rayon de la manivelle, V la vitesse à la 
circonférence, w la vitesse angulaire de la vis, R' le rayon de 
la circonférence primitive de la roue, V' la vitesse des dents 
sur cette circonférence, et w' la vitesse angulaire de la roue, 
on aura : 

V: V'=2tïR:A, 1 

ou, en remplaçant V par wR et V' par w'Ii', 

wR : {o'R'=27rR : h, 

y M* 

OU o) : ü/=2tt : — 7 =2irR 'lh; 

u R ’ 

c’est-à-dire que la vitesse angulaire de la vis est à celle de 
la roue comme la circonférence primitive de la roue est au 
pas de la vis ; résultat indépendant du rayon de la manivelle 
et de celui du noyau de la vis. 

91. - C’est pour fixer les idées que nous avons supposé 
la vis horizontale ; on peut lui donner une inclinaison quel- 
conque. 

Pour que la vis puisse indifféremment conduire la roue ou 
être conduite par elle, il faut que l’inclinaison du filet soit 
comprise entre certaines limites qui dépendent du frottement. 

Dans le mécanisme du tourne-broclie , la vis sans On qui porte les ai- 
lettes du régulateur a une direction verticale , et est conduite par une 
roue verticale. J - s 

92. — Le second exemple de transformation de mouvement 
dont il nous reste à parler, est le système composé às paral- 
lélogramme , balancier, bielle et manivelle (tig. 41). 

Ce système est employé, dans les machines à vapeur de 
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Watt, ponr transformer le mouvement rectiligne alternatif 
du piston en un mouvement circulaire continu. Le mouve- 
ment rectiligne alternatif du piston P, dont la tige BP est 
guidée par le parallélogramme articulé ABCD, produit le 
mouvement circulaire alternatif du balancier AA', et ce der- 
nier, par l’intermédiaire de la bielle A' B', produit le mouve- 
ment circulaire continu de la manivelle O' B'. 

Dans les machines à épuisement, on emploie le même sys- 
tème pour produire un effet inverse. Une machine à vapeur 
imprime à une manivelle O' B' un mouvement circulaire 
continu ; celle-ci , par l’intermédiaire d’une bielle A' B', pro- 
duit le mouvement circulaire alternatif d’un balancier A A' ; 
et ce dernier communique un mouvement rectiligne alter- 
natif à un piston de pompe P, dont la tige est guidée par le 
parallélogramme ABCD. 

Les vitesses des points B et B' ne sont pas dans un rap- 
port constant. 

Mais on obtient facilement le rapport «les vitesses moyennes de ces 
points; elles sont évidemment entre elles comme le double de la course 
du piston est à la circonférence de la manivelle. 

Si , comme cela a lieu d’ordinaire, le diamètre de cette circonférence 
est égal à la course du piston, les deux vitesses moyennes sont entre 
elles comme le double du diamètre est à la circonférence , ou comme 2 
est à 7t. 
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CHAPITRE PREMIER. 



DES FORCES APPLIQUÉES A UN POINT MATÉRIEL. 



§ I. — Notions générales sur les forces , leur mgde d'ac- 
tion, et leur mesure. 

• 

95. — Lorsqu’un corps est en repos, il ne peut de lui- 
même se mettre en mouvement; lorsqu’il est en mouvement, 
il ne peut de lui-mème ni le modifier , ni l’anéantir. 

A la vérité , le contraire semble arriver journellement ; 
mais c’est une illusion que la réflexion n’a pas de peine à 
dissiper. Lorsque, par exemple, on fait rouler une boule 
sur le sol, elle ne tarde pas à s’arrêter; et il nous semble, 
au premier abord , qu’elle s’arrête d’elle-même. Mais si l’on 
fait rouler cette boule de la même manière sur un sol battu 
et parfaitement horizontal, son mouvement est de plus lon- 
gue durée ; si on la fait rouler sur un parquet ciré , le mou- 
vement se prolonge encore davantage ; enfin , si on la fait 
rouler sur la glace bien unie , la durée de son mouvement 
est encore plus considérable. Ainsi : moins la surface sur la- 
quelle la boule se meut est raboteuse , c’est-à-dire moins 
cette surface présente d’obstacles au mouvement de la boule, 
et plus ce mouvement se prolonge. On doit conclure de cette 
observation que si nul obstacle ne s’opposait à ce mouvement, 
il se prolongerait indéfiniment sans se modifier. En y réflé- 
chissant, on ne conçoit pas ; en effet, comment un corps ina- 
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nimé pourrait , de lui-môme , modifier le mouvement qu’il 
a reçu. 

Cette propriété des corps de ne pouvoir d’èux-mémes se 
mettre en mouvement, ou modifier celui qu’ils possèdent , 
est ce que l’on nomme ïinertie. Ses effets frappent chaque 
jour nos yeux. Lorsque, par exemple , un cheval lancé au 
galop vient à s’arrêter brusquement , il arrive que son cava- 
lier, s’il manque d’expérience, est lancé par-dessus la tète 
de l’animal, parce qu’il possède encore, après que sa mon- 
ture s’est arrêtée , la vitesse dont ils étaient animés en com- 
mun. Lorsque nous descendons d’une voiture pendant qu’elle 
est en mouvement , nous courons risque d’être jetés sur le 
sol dans le sens de ce mouvement, parce qu’a l'instant où 
nos pieds commencent à être arrêtés par leur contact avec le 
sol , notre corps est encore animé de la vitesse que nous pos- 
sédions en commun avec la voiture. 

94. — Lorsqu’un point matériel qui était en repos vient 
à se mouvoir, ou lorsque son mouvement vient à se modifier, 
soit en direction , soit en vitesse, c’est donc toujours en vertu 
d’une ou plusieurs causes qui lui sont étrangères. On leur 
donne en général le nom d q forces. Mais, de même qu’une 
cause peut rester saus effet , parce qu’une cause opposée la 
neutralise, de même il peut y avoir des forces qui, par le 
fait, ne produisent ou ne modifient aucun mouvement. Note 
dirons donc qu’ora appelle force toute cause qui tend à pro- 
duire ou à modifier le mouvement d’un point matériel. 

Ainsi : le poids d’un corps est uue force; l’elfort que 
l’homme ou qu’un animal exerce sur un corps pour le pous- 
ser ou le tirer dans un sens quelconque est une force ; l’effort 
qu’un ressort tendu exerce pour se détendre est une force; 
la pression qu’un liquide ou un gaz exerce sur les parois 
des vases qui le renferment est une force; les attractions ou 
répulsions électriques et magnétiques sontdes forces, etc. , etc . 

9i>. — Il y a trois choses à considérer dans une force : 

1° Son point d'application ; c’est-à-dire, la position géo- 
métrique du point matériel sur lequel elle agit. 

2° Sa direction ; c’est-à-dire , la direction et le sens de la 
droite que suivrait le point matériel auquel la force est ap- 
pliquée, si, partant du repos , il cédait à faction de cette 
force. 

3 ° Son intensité : on conçoit, en effet, qu’une force 
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puisse être plus ou moins considérable; elle constitue donc 
une grandeur mathématique, tout aussi bien que l’espace, le 
temps , etc. 

0(*. — Une force emploie toujours un certain temps pour 
imprimer à un point matériel en repos une \itesse ünie. A 
la vérité, ce temps est quelquefois si court qu'il nous paraît 
inappréciable ; mais il n’en a pas moins une grandeur finie. 
En d’autres termes, il n'y a pas de farces instantanées. On 
ne concevrait pas, en effet, qu’une force put produire ou 
modifier le mouv ement , si la durée de son action était rigou- 
reusement nulle. 

07. — Principe expérimental. Une force agit sur un 
corps en mouvement comme elle agirait s'il était en repos. 
C’est-à-dire que le mouvement produit par la force, et celui 

S u’avait précédemment le mobile , coexistent sans se mo- 
ifier. 

Ce principe est un de ceux qui servent de base à la Méca- 



— Tuéorème. Une force constante en intensité et en 
direction, agissant sur un point matériel partant du repos, 
lui imprime un mouvement rectiligne uniformément varié 
(qui a la direction et le sens de cette force). 

Concevons, en effet, qu’au bout d’un intervalle de temps 
0, la force ait fait acquérir au point matériel une vitesse v , 
qui aura évidemment la direction et le sens de cette force. 
Pendant un second intervalle de temps égal à 0 le mobile , en 
vertu de l’inertie , conservera cette vitesse v ; mais, en vertu 
du principe expérimental énoncé ci-dessus, la force agira 
sur le mobile exactement de la même manière que pendant 
le premier intervalle de temps , et lui fera par conséquent 
acquérir un surcroît de vitesse , égal à v ; en sorte qu’au bout 
du second intervalle de temps la vitesse du mobile sera, d’a- 
près la composit ion des vitesses (28, Coroll. I), v-\-v ou 
2 v. Pendant un troisième temps 0 , le mobile conservera 
d’une part la vitesse 2 v , en même temps que la force lui fera 
acquérir un nouveau surcroît de vitesse égal à v-, au bout de 
ce troisième intervalle de temps la vitesse du mobile sera 
donc 2 v v, ou 3 v. Au bout d’un quatrième intervalle de 
temps égal à 0, sa vitesse sera 4 v ; et en général, au bout du 
n icme intervalle de temps égal à 6, la vitesse du mobile 
sera n v. 
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Appelons V cette dernière vitesse et t le temps employé à 
l’acquérir ; nous aurons donc : 

V = nv et t—n 0. 

Cela posé , soient V et V' les vitesses du mobile au bout des 
temps t et t'. Supposons d’abord ces temps commensurables; 
soit 0 leur commune mesure, que nous supposerons contenue 
n fois dans t et ri fois dans t'; soit de plus v la vitesse ac- 
quise par le mobile au bout du premier intervalle de temps 
égal à 0. Nous aurons , d’après ce qui a été dit ci-dessus , 

V— n u ; t= n 0, et \" = riv-,ï=ri 0. 

On tire de ces équations les proportions 

V : V' = n : ri et t:t'=n: ri, 

d’où, à cause du rapport commun , 

V : V' = t : t’. 



Supposons, en second lieu, que les temps t et t ' soient in- 
commensurables ; divisons le temps t en n parties égales ; 
soit 6 l’une de ces parties, et v la vitesse acquise par le mo- 
bile pendant le premier intervalle de temps égal à G. Le 
temps t ' contiendra 9 un certain nombre de fois ri, et sera 
par conséquent compris entre ri G et (ri -t- 1) 6. Le rapport 

i! , . ri G (ra'-4- 1) G 

- sera donc compris entre — t et i — , c est-a-dircen- 

t 1 n G n 6 ’ 



n 

tre — et 
n 



w'H- 1 
n 



Mais la vitesse après le temps ri 0 étant ri v, et la vitesse 
après le temps (n'H-i) 0 étant (»'+ \)v, on doit admettre que 
la vitesse V' correspondante au temps t sera comprise entre ri v 

V' 

et (ri -f- 1) v. Et, comme on a V =n0, le rapport y-sera com- 

riv (n'+l)y , , .. x ri ri 4-1 

pris entre — et ! — , c est-à-dire entre— et 

i c n " * ** 



n v 

ri .ri - Ht 



n 



n 



Or, les fractions - et ne différant que de - , les 

n n n 
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t' Y 

rapports - et tous deux compris entre ces fractions, dif- 
fèrent entre eux de moins de— • 

n 

Mais le nombre n étant arbitraire, on paît le prendre tel 
que— soit plus petit qu’une grandeur donnée. Les rapports 

Tl 

v' a 

et — diffèrent donc d’une quantité moindre que toute 

quantité assignable : ces deux rapports sout donc rigoureu- 
sement égaux; et l’on a encore 

V : V'=* : f. 

Les vitesses étant, dans tous les cas , proportionnelles aux 
temps employés à les acquérir, le mouvement est uniformé- 
ment accéléré (10). 

90. — Le mouvement serait encore uniformément accé- 
léré si le point matériel , au lieu de partir du repos, avait une 
vitesse initiale , pourvu que la force constante fût dirigée 
dans le sens même de cette vitesse initiale. Car la force agis- 
sant sur le mobile comme s’il partait du repos, lui imprime- 
rait des accroissements de vitesse proportionnels aux temps, 
ce qui caractérise le mouvement uniformément accéléré. 

Si la force constante, au lieu d’avoir la direction de la vi- 
tesse initiale , avait une direction opposée , au lieu de faire 
croître cette vitesse , elle la ferait évidemment décroître de 
quantités proportionnelles aux temps; et le mouvement se- 
rait uniformément retardé. 

100. — Réciproquement : si un point matériel se meut 
d'un mouvement rectiligne uniformément varié , on peut 
affirmer qu’il est soumis à une force d’intensité constante, 
et dont la direction, constante aussi, est celle de la vitesse 
du mobile si le mouvement est uniformément accéléré , ou 
contraire à cette vitesse si le mouvement est uniformément 
retardé. 

En effet : de ce que le mouvement n’est pas uniforme, on 
peut d’abord conclure que le mobile est soumis à une force 
(94). En second lieu, cette force est constamment dirigée sui- 
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vant la droite que décrit le mobile ; car si , pendant un très- 
petit temps , la force prenait une direction différente , la vi- 
tesse qu’elle imprimerait au mobile peudant ce temps, se 
composant avec celle que le mobile possède , donnerait pour 
résultante une troisième vitesse (28) dont la direction diffé- 
rerait de la droite que suit le mobile. Enlin, de ce que la vi- 
tesse croit ou décroît de quantités égales dans des tempségaux, 
on peut conclure que la force agit toujours de la même ma- 
nière dans le mèmè temps ; et comme ce temps peut être 
pris aussi petit qu’on le voudra , il s’ensuit que la force a 
une intensité constante. 

101 . — Le poids d’un corps offre un exemple d’une force 
constante en intensité et en direction (du moins si l’on con- 
sidère ce corps dans un même lieu et à une petite distance de 
la surface du globe). 

Il ne faut point confondre les mots pesanteur et poids. La 
pesanteur est la cause inconnue qui attire les corps vers le 
centre de la terre , le poids d'un corps est l’effort qu’il exerce, 
en vertu de la pesanteur, sur l’obstacle qui le soutient. 

Le poids d’un corps est une force verticale. On reconnaît, 
en outre, par expérience, que le mouvement vertical des 
corps pesants dans le vide est uniformément varié ; on peut 
donc en conclure, d’après ce que nous avousdit tout à 
l’heure (100), que le poids d'un corps est une force 
constante. 

Cela n’aurait plus lieu si l’on considérait ce corps en différents lieux 
du globe ou à une distance de sa surface comparable au rayon terrestre. 
Car ? dans le premier cas, outre que la direction de son poids, passant 
toujours par le centre de la terre, varieraitd’un lieu à l’autre, on trouve- 
rait que ce poids est d’autant moindre que le lieu considéré est plus voi- 
sin de l’équateur, comme nous l’expliquerons plus loin ; et , dans le se- 
cond , que le corps et la terre , observant à l’égard l’un de l’autre les lois 
de l’attraction universelle , le poids du corps dépeud de sa distance au 
çentre du globe. 

102. — On sait que l’on compare les poids entre eux en 
les rapportant à une unité de mesure, qui est, dans le sys- 
tème métrique, le gramme , ou plus fréquemment son 
multiple le kilogramme. Mais il ne sera peut-être pas inutile 
d’entrer dans quelques éclaircissements à cet égard. 

Supposons que dans l’un des plateaux d’une balance quel- 
conque on ait placé un poids P, et chargé l’autre avec de la 
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grenaille ou du sable jusqu’à ce que le fléau soit horizontal ; 
puis, qu’en remplaçant le poids P par un autre poids P', le 
iléau demeure encore horizontal ; on en conclura que les 
poids P et P', produisant un effet identique, sont égaux (en 
admettant que le fléau soit du reste parfaitement libre de se 
mouvoir). On conçoit donc que l’on ait ainsi un moyen de 
constater l’égalité de deux poids. 

Supposons maintenant que les poids P et P' soient iné- 
gaux, et qu’après avoir enle\é le poids P il faille, pour main- 
tenir le fléau horizontal, remplacer ce poids, non plus par 
P', mais par un nombre n de poids égaux à P'. Les efforts 
exercés dans le même sens par ces n corps sur le plateau 
qui les soutient produiront évidemment un effort total égal 
à leur somme ; d’ailleurs cet effort total équivaut à celui 
( u’exerçait d'abord le corps dont le poids est P; on pourra 
aonc dire que le poids P équivaut à n P'. Si P' est un poids 
d’un kilogramme, par exemple, on dira que le poids P est 
de n kilogrammes. 

C’est ainsi que les poids des corps peuvent être comparés 
entre eux en les rapportant à une même unité. 

105 — 1 J our comparer les autres forces aux poids, on 
emploie des instruments auxquels on donne le nom de 
dynamomètres. La figure 42 représente le dynamomètre de 
Régnier. Il consiste essentiellement en un ressort AB à deux 
branches réunies par leurs extrémités. On fixe le milieu C 
de l’une des branches, et l’on applique au milieu D de l’autre 
branche, dans le plan du ressort et suivant la droite qui 
joindrait les points C et 1), la force que l’on veut mesurer. 
Plus cette force a d’intensité, plus l’écart des deux branches 
est considérable. Cet écart plus ou moins grand est accusé 
par une aiguille ox qui parcourt un limbe gradué. Les di- 
visions du limbe ont été préalablement obtenues en plaçant 
l’appareil verticalement , et en appliquant en D des poids 
successifs de t, 2, 3, etc., unités. 

D’après cela, si une force F, l’effort d’un cheval par 
exemple, produit le même écart qu’un certain nombre n de 
kilogrammes, on en conclut que cette force équivaut à ce 
poids, et l’on dit que la force F est de n kilogrammes. 

Ainsi : l’unité de force est le kilogramme. 

Il est utile de remarquer qu’un même corps, suspendu au dynamo- 
mètre, produirait un écart moindre à l’équateur qu’au pùle; tandis que 
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ce même corps, pesé avec des balances comme nous l’avons indiqué plus 
liant , pèserait le même nombre de kilogrammes au pôle qu’à l’équateur. 
Cela tient à ce que la différence d’attraction terrestre en ces deux points 
du globe affectant également le corps considéré et les poids qu’on lui 
substitue dans le plateau de la balance , ne saurait être accusée par cet 
instrument. 

104 . — On peut encore comparer les forces entre elles par 
les vitesses qu’elles imprimeraient dans le môme temps à un 
môme point matériel partant du repos, ou plus généralement, 

{ >ar les variations de vitesse (10) qu’elles feraient subir dans 
'unité de temps à un même point matériel , animé d’une 
même vitesse initiale, si elles agissaient respectivement pen- 
dant ce temps, d’une manière constante, sur ce point maté- 
riel, dans le sens de sa vitesse ou en sens contraire. 

Ce mode de comparaison est fondé sur un théorème qui 
repose loi-môme sur le principe suivant , déduit de l’expé- 
rience. 

Principe expérimental. Si plusieurs forces agissent si- 
multanément sur un même point matériel, chacune 
d'elles obtient soti effet comme si les autres n’ existaient 
pas ; en d’autres termes , les vitesses que produirait chaque 
force si elle agissait seule sur le point matériel partant 
du repos, coexistent , sans se modifier, avec la vitesse 
initiale du mobile. 

lOo. — En vertu de ce principe, si deux forces constantes 
F et F' agissent simultanément sur un môme point matériel 
dans le sens de sa vitesse initiale, la variation de vitesse 
qu’elles produiront ensemble dans l’unité de temps sera la 
somme dos variations de vitesse qu’elles eussent produites 
isolément. Car si, sous l’action de la force F, la vitesse se fût 
accrue de w dans l’unité de temps, et si, sous l’action de la 
force F', elle se fût accrue de iv' ; sous l’action des deux 
forces réunies, elle s’accroîtra de w-\-iv . La variation de 
vitesse totale sera donc iv 4- w'. 

Il en serait de môme pour un nombre quelconque de 
forces. 

ioe. — Théorème. Deux forces quelconques F et F' sont 
entre elles comme les variations de vitesse w et w' qu’elles 
feraient subir à un même point matériel, en agissant pen- 
dant l’unité de temps et d’une manière constante, dans le 
sens de sa vitesse initiale ou en sens contraire. 
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En effet : si les forces F et F' sont commcnsurables, on 
pourra toujours les considérer comme des multiples entiers 
d’une même force/; c’est-à-dire que l’on pourra cousidérer 
la force F comme la réunion de n forces simultanées égales 
à /, et la force F' comme la réunion de ri de ces mêmes 
forces égales à /. On aura donc 

F ; F' = n : ri. 

Mais si u désigne la variafion de vitesse que produirait la 
force/, en vertu de ce qui a été établi au n° précédent , 
on aura 

w—nu et w'=n'u, d’où w:w' = n:ri, 
et par suite 

F:F 

Si les forces F et F' sont incommensurables, on pourra 
encore considérer la force F comme la réunion d’un nombre 
entier n de forces égales. Soit / l’une de ces forces et u la 
variation de vitesse qu’elle produirait; on aura comme plus 
haut 

w—nu. 

La force F' ne pourra plus être considérée comme la réu- 
• nion d’un nombre entier de forces égales à j ; elle sera com- 
prise entre un certain nombre entier ri de ces forces, et 

F' 

ri -h l de ces mêmes forces ; en sorte que le rapport-^- sera 
ri ri- 4-1 

compris entre — et . 

r n n « 



Mais la force ri f produisant une variation de vitesse 
égale à nu, et la force (n'+l)/ une variation de vitesse 
égale à(n'-+-i)«; la force F', comprise entre ri /et (»'4-l) f, 
produira une variation de vitesse w' évidemment comprise 



10 



entre ri u et (n'4-i)u. Le rapport— sera donc compris 



ri u (n'-M)tt , , v . ri ri- hl 

entre — et * , c est-à-dire entre — et — - — 

nu nu ’ n n 



b 
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f 

Les quantités et — ^ -, ne différant entre elles que de 

r-, fraction aussi petite qu’on le voudra puisque n est arbi- 

fl 

F' w' 

traire, les rapports p- et — , compris entre ces quantités, dif- 
fèrent entre eux de moins que toute grandeur assignable , et 
sont par conséquent rigoureusement égaux. On a donc 
comme ci-dessus 

F : F '—w : w'. 

107 — Nous avons dit (16) que, dans le mouvement ver- 
tical des corps pesants dans le vide, mouvement qui est uni- 
formément varié, la variation de vitesse dans l’unité de 
temps, représentée ordinairement par la lettre g, a été 
trouvée de 9 m ,8088 ou 9 m ,8i ,à la latitude de Paris. 

Si, dans la proportion ci-dessus, on remplace l’une des 
forces, F' par exemple , par le poids même du point maté- 
riel, poids que nous représenterons par p, et qu’on remplace 
conséquemment w' par g, on aura: 

F :p = w : g, 

relation qui permet de calculer l’une des trois quantités 
F, w, ou p, quand on connaît les deux autres. 

Exemples. I. Quelle force constante faut-il appliquer à un petit 
corps dont le poids est de o k ,005 pour que la variation de vitesse pro- 
duite par seconde soit de 2 m ? 

Ou tire de la proportion cMessus : 

¥=p X ~ = O k ,005 X = 0 k ,005 X 0,2038 = 

= o k , 001019 ou 1» |4 ,019. 

U. Vjn petit corps pèse 0 k ,002 ; on lui applique une force constante 
de 0 k ,003 ; quelle sera la variation de vitesse produite par seconde? 
On tire île la même proportion : 

F , 0 k ,003 « 

tC' = ?-=9^8tX- oi ^ = 9'»,81x| = 14"',715. 

III. Une force constante de 0 k ,04 imprime à un petit corps une va- 
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riation de vitesse de 20 m par seconde ; quel est le poids de ce corps f 

La même proportion donne encore : 

g 9 m ,81 

P = Fi =0 k ,04 X~5r = 0^,04 X 0,4905 = 

= 0 k , 01962 ou 19P,62. 

108. — Reprenons la proportion 

F :p=w\g. 

Soit p' le poids du même point matériel en un autre lieu 
du globe, et g' la variation de vitesse due à la pesanteur en 
ce lieu; on pourra écrire de même ; 

F : p' = w : g'. 

En comparant ces deux proportions, on en tire 

P-P'=9-9'> 

c’est-à-dire que les poids d'un même point matériel en 
différents lieux du globe sont entre eux comme les varia- 
tions de vitesse dues à la pesanteur en ces différents lieux. 

109. — Pour comparer deux forces entre elles par les 
variations de vitesse qu’elles peuvent produire, il n’est pas 
indispensable qu’elles agissent sur un même point matériel. 

Soit F une force , p le poids du point matériel sur lequel 
elle agit, w la variation de vitesse qu’elle produirait dans 
une seconde, et g celle qui serait due à la pesanteur dans le 
lieu considéré; on aura, comme ci-dessus, 

F ; p — w : g. 

Soit F' une autre force agissant sur un point matériel dont 
le poids est p' ; soit w' la variation de vitesse qui serait pro- 
duite par cette force dans l’unité de temps; enfin, si le lieu 
du globe où le phénomène se passe n’est pas le même , soit 
g' la variation de vitesse due à la pesanteur en ce lieu : on 
pourra poser de même * 

F' : p'—w : g'. 



Divisant ces proportions terme à terme , on en tire 



L-Z— ™ •£_ 

F" p"~w" g' 



d’où. 



Y p w g' 

W—p' X ttT' X <r 
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c’est-à dire que le rapport de deux forces est le produit du 
rapport direct des poids des points matériels sur lesquels 
elles agissent, par le rapport direct des variations de vi- 
tesse qu’elles peuvent produire dans une seconde , et par 
le rapport in verse des variations de vitesse dues à la pe- 
santeur dans les deux lieux considérés. 

Ce dernier rapport peut ordinairement être pris égal à 
l’unité, attendu que les problèmes qu’on a à résoudre dans 
la Mécanique appliquée embrassent une très-petite étendue 
relativement aux dimensions du globe. On peut poser alors 
simplement : 

F p w 

F w" 

110. — Remarques. I. Si p—p', on retrouve comme 
plus haut (106): 

F w 

— ou F : F'=w : w'. 

II. Si t v=w', on obtient 




c’est-à-dire que ( dans une petite étendue du globe ) deux 
forces qui produisent une même variation de vitesse sont 
entre elles comme les poids des points matériels sur les- 
quels elles agissent. 

III. Si F = F', on trouve 

P W 

d ’ où ' w:w'=p':p, 

c’est-à-dire que (dans une petite étendue du globe) les va- 
riations de vitesse produites par deux forces égales sont 
en raison inverse des poids des points matériels sur les- 
quels ces forces agissent. 



Digitized by Google 




DES FORCES. 






77 



§ 2. — De la composition des forces appliquées à un 
même point matériel. 

111 . — Nous nous proposons, dans ce paragraphe, de 
faire voir comment l’action simultanée de plusieurs forces 
sur un même point matériel peut être remplacée par l’action 
d’une force unique, et vice versa. 

Considérons d’abord un point matériel, sans vitesse ini- 
tiale, soumis à l’action simultanée de deux forces F et F' 
constantes en intensité et en direction. 

Soient O (tig. 43) la position initiale du point matériel, OX 
et O X', les directions respectives des forces F et F'. 

Si le mobile n’était soumis qu’à l’action de la première 
force, il parcourrait la droite OX d’un mouvement unifor- 
mément accéléré (98), et décrirait dans les temps 9, 2 9, 
39, etc., des espaces O a, O 6, Oc, etc., proportionnels aux 
carrés de ces temps (13). En appelant w la variation de vi- 
tesse due à cette force dans l’unité de temps, on aurait : 

Oa=|îc9‘, 06=^tc (20)’, Oc=|«;(39)% etc. (l). 

Si le mobile n’était soumis, au contraire, qu’à la force F', il 
suivrait la droite OX' d’un mouvement uniformément accé- 
léré; décrirait dans les temps 9, 2 9, 3 9, etc., les espaces 
Oa', Ob', Oc', etc., proportionnels aux carrés de ces temps; 
et en nommant w’ la variation de vitesse due à la force F' 
dans l’unité de temps, on aurait : 

Oa'=iî(/9 J , Ob'=\w' (29)% Oc'=\w (39) 1 , etc. (2). 

Mais en vertu du principe expérimental énoncé au n° 104, 
et suivant lequel les mouvements que produiraient isolé- 
ment plusieurs forces, coexistent sans se modifier quand ces 
forces sont simultanées, le point matériel que nous considé- 
rons se mouvra comme si, tandis qu’il parcourt la droite 
OX d’un mouvement uniformément accéléré dans lequel la 
variation de vitesse est w, cette droite se transportait paral- 
lèlement à elle-même de manière à ce que son extrémité O 
parcoure la droite OX' d’un mouvement uniformément ac- 
céléré dans lequel la variation de vitesse est w'. Au bout des 
temps 9, 2 9, 39, etc., il se trouvera donc aux points A, B, 
C, etc., sommets des parallélogrammes construits sur O a et 
O a', sur 06 et 06', sur Oc et Oc', etc. 
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Or les valeurs (l) et (2) donnent la suite de rapports 

égaux 

O a : Oa'—Ob : Ob' —Oc : Oc'=etc., 

Ou, ce qui revient au même, 

Oa : ak—Ob : 6B=Oc : cC=etc. 

Il en résulte que les triangles O a A, O 6 B, OcC, etc., sont 
semblables; leurs angles en O sont donc égaux, et les points 
O, A, B, C, etc., sont sur une même droite OZ. 

En second lieu, la similitude des mêmes triangles donne aussi 

OA : Oa=OB : 06=0X1 : Oc=etc. 

En appelant K le rapport de OA à Oa, on pourra donc poser 

OA=:K.iw0 J , OB=K.|w(20) 1 ,OC=K.^w(3Ô) , ,etc. (3); 

c’est-à-dire que ces espaces sont aussi proportionnels aux 
carrés des temps 0, 2 0, 30, etc. Et comme le temps 0 est 
quelconque , on voit que le mobile décrira la droite O Z d’un 
mouvement uniformément accéléré , dans lequel la variation 
de vitesse sera Rw. 

On peut donc concevoir une force constante R qui , ap- 
pliquée au mobile dans la direction O Z, produirait à elle 
seule le même mouvement que les forces simultanées F et F. 

Mais les forces F, F' et R seront entre elles (106) comme 
les variations de vitesse to, w' et Kw, qu’elles peuvent pro- 
duire, ou, ce qui revient au même d’après les relations ci- 
dessus (1), (2) et (3), comme les distances Oa, Oa' et OA, ou 
06, 06' et OB, etc. Si donc on prend sur les directions OX 
et OX' des deux forces données, deux longueurs O a et 0 a' 
contenant respectivement autant d’unités de longueur que 
les forces F et F' valent de kilogrammes, et qu’on achève le 
parallélogramme Oa A a', la force R sera dirigée suivant la 
diagonale OA de ce parallélogramme, et vaudra autant de 
kilogrammes que cette diagonale contiendra d’unités de 
longueur. 

Cette force R, capable de remplacer l’action simultanée 
des forces F et F', se nomme leur résultante ; celles-ci s’ap- 
pellent les composantes ; et la règle ci-dessus s’énonce ainsi ' 
qu’il suit : 

Si deux forces F et F sont représentées en grandeur et 
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en direction par les cités Oaet Oa' d'un parallélogramme , 
leur résultante est représentée en grandeur et en direction 
par la diagonale de ce parallélogramme . 

Cette règle importante est connue sous le nom de paral- 
lélogramme des forces. 

112 . — 11 semblerait que les raisonnements qui précèdent 
ne s’appliquent qu’à des forces constantes; mais il est facile 
de voir que si les forces données sont variables, on pourra 
tou jours considérer leur action simultanée pendant un temps 
assez court pour qu’il soit permis, pendant ce temps, de les 
regarder 'comme constantes en direction et en intensité; et 
dès lors la règle du parallélogramme leur sera applicable. 
Seulement, si ces forces sont variables, il en sera en général 
de môme de leur résultante. 

Nous avons dit qu’il u‘y avait point de forces instantanées ; 
mais que la durée de l’action des forces pouvait quelquefois 
être extrêmement petite. Cette circonstance n’empêcherait 
pas la règle du parallélogramme de leur être applicable sans 
difficulté. 

113. — Chercher une force unique dont l’action puisse 
remplacer, au moins pendant un temps infiniment court, 
l’action simultanée de plusieurs autres forces données, est ce 
qu’on appelle composer ces forces en une seule. Décomposer 
au contraire une force donnée en plusieurs autres, c’est 
chercher des forces dont l’action simultanée puisse rem- 
placer, au moins pendant un temps infiniment court, l’action 
de la force donnée. 

114. — La règle du parallélogramme indique comment 
on doit composer deux lorces en une seule. On peut modi- 
fier la construction comme il suit : 

Soient O F et OF^ (fig. 44) les droites qui représentent les 
forces proposées en grandeur et en direction. Par l’extrémité 
F de l’une d’elles, menez FR égal et parallèle à l’autre ; et 
joignez OR. Cette droite représentera la résultante. Elle est, 
en effet, la diagonale du parallélogramme O FR F'. 

Remarques. I. Si les forces données sont perpendicu- 
laires entre elles, le triangle OFR est rectangle; par consé- 
quent le carré de la résultante équivaut à la somme des 
carrés de ses composantes. 
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